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Sazetak

Podatljivi mehanizmi, kod kojih se barem dio pokretljivosti ostvaruje elasticnom
deformacijom podatljivih dijelova, su alternativa mehanizmima temeljenim na klizanju i
kotrljanju koji sluze za prijenos gibanja, snage ili sile. Podatljivi mehanizmi u Sirokoj su
uporabi u konstrukcijskom strojarstvu, preciznom inZenjerstvu, tehnologiji mikro— 1

nanosustava te u svakodnevnom zivotu.

U doktorskoj disertaciji analiziraju se konstrukcijski parametri razli¢itih konfiguracija
rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama. Osnovni ciljevi koji se postavljaju pri
konstruiranju takvih mehanizama su: Sto veca rotacijska preciznost i to¢nost, $to manja

varijabilnost rotacijske krutosti, stabilnost, jednostavnost konstrukcije i pouzdanost.

Budu¢i da se razmatrani mehanizmi temelje na lisnatim oprugama, osnova predvidanja
njihovog ponasanja upravo je analiza karakteristi¢nih parametara lisnatih opruga. Kako bi se
provela analiza konstrukcijskih parametara simetri¢nih rotacijskih podatljivih mehanizama s
lisnatim oprugama optere¢enih momentom, u okviru doktorske disertacije razvijen je analiticki
model lisnatih opruga na polju velikih (geometrijski nelinearnih) deformacija primjenom tzv.
Elastica metode kao 1 numericki model metodom konacnih elemenata. S ciljem utvrdivanja
tocnosti numerickog modela pri analizi ponaSanja rotacijskih podatljivih mehanizama,
rezultati dobiveni tim modelom usporedeni su s eksperimentalnim mjerenjima dostupnima u
literaturi. Da bi se pak odredile granice primjenjivosti analitickih metoda prora¢una u ovisnosti
o zahtijevanom stupnju tocnosti, rezultati analiticke simulacije naprezanja i deformacija
razmatranih mehanizama usporedeni su zatim s rezultatima dobivenim metodom konac¢nih
elemenata. Kako bi se potom optimizirala konstrukcijska konfiguracija, odnosno identificiralo
konstrukcijsko rjeSenje koje omoguéuje minimizaciju parazitnih pomaka i varijabilnosti
rotacijske krutosti mehanizma 1 pri ve¢im kutovima rotacije, metodom konacnih elemenata
analizirani su utjecaj kuta medu lisnatim oprugama, toCke presjeciSta opruga te pocetne
zakrivljenosti opruga. Na kraju disertacije provedena je i analiza utjecaja vanjskih opterecenja

na varijabilnost rotacijske krutosti i na veli¢inu parazitnih pomaka.

Rezultati dobiveni u doktorskoj disertaciji omoguduju ne samo vrednovanje utjecaja
konstrukcijskih parametara na ponasSanje rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim
oprugama, odnosno utjecaja tih parametara na rotacijsku krutost te tocnost mehanizma, nego i
stvaraju preduvjete za razvoj nove klase rotacijskih podatljivih mehanizama ultravisokih
preciznosti i to¢nosti sa Sirokim poljem primjene u industrijskoj i konstrukcijskoj praksi.
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Abstract

Compliant mechanisms, that gain at least part of their mobility from the deflection of flexible
members, are an alternative to conventional sliding and rolling mechanisms used to transfer
motion, power or force. Compliant mechanisms are nowadays widely used in mechanical

engineering design, precision engineering as well as the micro- and nanosystems technologies.

Parameters influencing the design of different configurations of cross-spring pivots are
analysed in this doctoral thesis. In fact, the main goals in their design are: achieving the
highest possible accuracy and precision, achieving the lowest possible variability of rotational
stiffness, stability, design simplicity and reliability.

Since the considered mechanisms are constituted by spring-strips, the prediction of their
behaviour is to be based on the analysis of the characteristic parameters of the strips themselves.
In order to analyse the influencing parameters in the design of symmetrical cross-spring pivots
loaded by a pure couple, an analytical model of the behaviour of spring-strips in the field of
large (geometrically nonlinear) deflections based on the Elastica method, as well as a numerical
model based on the finite elements method, are hence developed in the thesis. In order to assess
the applicability of the developed numerical model in predicting the stress-strain behaviour of
the considered mechanisms, results obtained numerically are compared with experimental data
available in literature. With the goal of determining the limits of applicability of the
approximated calculation methods depending on the needed accuracy, the results of the
analytical calculations of the stress-strain behaviour of the cross-spring pivots are then compared
with results obtained by using the finite element method. Numerical calculations are used next to
optimise pivots’ design by assessing the influence of the angle and the position of the
intersection as well as of the initial curvature of the spring-strips,. A design solution allowing the
minimisation of the parasitic shifts, as well as the minimisation of variability of the rotational
stiffness, even for large rotations of the pivot is thus obtained. At the end of the thesis, an
analysis of the influence of external loads on the variability of rotational stiffness and on the

entity of the parasitic shifts is also performed.

The results obtained in the doctoral thesis allow thus not only assessing the influence of the
design parameters in the design of cross-spring pivots (i.e. the influence of these parameters
on rotational stiffness and the accuracy of the considered mechanisms), but also creating the
preconditions for the development of a new class of ultra-high precision rotational compliant

mechanisms with potentially broad applications in industrial and design praxis.
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1 Uvod

Podatljivi mehanizmi s lisnatim oprugama u Sirokoj su uporabi u konstrukcijskom strojarstvu,
preciznom inzenjerstvu, mikro— i nanotehnologijama te u svakodnevnom zivotu. Doista,
takvi mehanizmi primjenjuju se u mjeriteljstvu, seizmologiji, industriji poluvodica,
zrakoplovnoj 1 svemirskoj tehnologiji, astrofizici, automobilskoj industriji, obradnim
strojevima, robotici, uredajima za manipulaciju, (bio)medicini te kucanskim aparatima i
pomagalima. Motivacija i povod za odabir tematike doktorske disertacije lezi u ¢injenici da,
unato¢ rasprostranjenosti podatljivih mehanizama, postoji relativno malen broj radova koji
sustavno pristupaju analizi konstrukcijskih parametara ovakve vrste mehanizama. Osnovni
ciljevi koji se postavljaju pri konstruiranju rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim
oprugama, na koje ¢e se fokusirati doktorska disertacija, su ¢im veca rotacijska preciznost i
tocnost, ¢im manja varijabilnost rotacijske krutosti, stabilnost, jednostavnost konstrukcije 1

pouzdanost.

Osnovni elementi ovdje analiziranih rotacijskih podatljivih mehanizama su lisnate opruge pa
je osnova definiranja tj. predvidanja ponasSanja takvog zgloba analiza karakteristi¢nih
parametara samih lisnatih opruga, a to su krutost, reakcije u osloncima, naprezanja, progibi i
sl. odnosno, uopéeno, analiza naprezanja i deformacija opruga. Iz analize karakteristi¢nih
parametara lisnatih opruga moguce je utvrditi ukupnu rotacijsku krutost mehanizma, kut
rotacije mehanizma, stabilnost te rotacijsku preciznost 1 tocnost. Rotacijska preciznost i
tocnost ovise o nezeljenom parazitnom pomaku geometrijskog srediSta mehanizma u odnosu
na pocetni polozaj, dok negativni povratni moment u barem jednoj od lisnatih opruga dovodi

do njenog izvijanja odnosno nestabilnosti mehanizma.
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Definiranje karakteristicnih parametara lisnatih opruga u podru¢ju malih kutova rotacije
relativno je jednostavno, a i srediSte rotacije mehanizma gotovo se poklapa s to¢kom u kojoj
se krizaju lisnate opruge u neoptereCenom polozaju, odnosno s geometrijskim srediStem
mehanizma. Problem se znatno komplicira u podrucju vecih kutova rotacije mehanizma, gdje
se ulazi u podrucje geometrijskih nelinearnosti, kada dolazi do znacajnijeg parazitnog

pomaka.

U radu ¢e se analizirati nac¢in modeliranja tretirane klase mehanizama s ciljem identifikacije
konstrukcijskog rjeSenja koje i pri ve¢im kutovima rotacije mehanizma omogucava male
parazitne pomake i $to manju varijabilnost rotacijske krutosti. Stoga, hipoteza glasi da ¢e
primjenom odgovaraju¢e metode proracuna i varijacijom parametara biti moguce pronaci
konstrukcijsko rjeSenje koje minimizira parazitne pomake i varijabilnost rotacijske krutosti

mehanizama 1 pri ve¢im kutovima rotacije mehanizma.

U tom ¢e se cilju analizirati i sintetizirati dosadasnje teorijske spoznaje i rezultati na podrucju
matematickog modeliranja simetri¢nih rotacijskih podatljivih mehanizama opterecenih
spregom sila (u daljnjem tekstu: momentom — engl. couple ili pure moment). Dostupne
analiticke metode implementirat ¢e se u programskom paketu MATLAB. Numeri¢ki model
metodom konaénih elemenata e, pak, biti razvijen u programskom paketu ANSYS.
Indukcijom ¢e se odrediti granice primjenjivosti pojedinih metoda prora¢una ovisno o
trazenom stupnju tocnosti. Dobiveni rezultati ¢e se validirati 1 usporedbom s
eksperimentalnim mjerenjima dostupnima u literaturi. Zatim ¢e se provesti i numericka
analiza rotacijskih podatljivih mehanizama pri promjeni konstrukcijskih parametara poput
kuta medu lisnatim oprugama, tocke presjecista opruga te pocetne zakrivljenosti opruga, ali 1
popre¢nog opterecenja mehanizma, a sve s ciljem utvrdivanja kako promjena konstrukcije 1

opterecenja utjecu na rotacijsku krutost, stabilnost i to¢nost mehanizma.

Istrazivanje bi trebalo rezultirati boljim razumijevanjem utjecaja konstrukcijskih parametara
na ponasanje rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama, odnosno
utjecaja tih parametara na rotacijsku krutost i to¢nost mehanizma. Rad ¢e omoguditi i
definiranje konstrukcijskog rjeSenja koje minimizira pogreSke i varijabilnost rotacijske
krutosti, odnosno razvoj rjesenja primjenjivog u konstrukcijskoj praksi.

Doktorska je disertacija podijeljena u devet cjelina. U drugoj ¢e cjelini biti rijeci o rotacijskim
podatljivim mehanizmima, vrstama podatljivih elemenata od kojih se mehanizmi sastoje,

njihovoj primjeni, prednostima i nedostacima u uporabi, a bit ¢e dan i osvrt na dosadasnja
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istrazivanja podatljivih mehanizama s teziStem na radovima koji se bave rjeSavanjem tocne
diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije i analizom karakteristicnih parametara rotacijskih

podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama.

U okviru disertacije ¢e se zatim razviti analiticki model rjeSavanja simetri¢nog rotacijskog
podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama optere¢cenog momentom temeljen na Elastica

metodi. Analiti¢ki proracun ¢e se implementirati u programskom paketu MATLAB.

Budu¢i da se u literaturi navodi viSe pribliznih analitickih metoda koje je moguce koristiti za
izratun karakteristicnih parametara rotacijskih podatljivih mehanizama, u cetvrtom ce se
poglavlju disertacije prezentirati postavke metode priblizne zakrivljenosti, geometrijske
metode 1 metode pseudo—krutog modela tijela. Za sve ¢e se spomenute metode izraditi 1

zasebno programsko rjesenje u programskom parketu MATLAB.

U literaturi su dostupna i eksperimentalna mjerenja provedena na simetricnim rotacijskim
podatljivim mehanizmima s lisnatim oprugama pa ¢e rezultati tih mjerenja biti prezentirani u

petom poglavlju disertacije.

Provedba analize simetricnih rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama
metodom konacnih elemenata i dobiveni rezultati bit ¢e opisani u Sestom poglavlju, pri cemu
¢e za analizu metodom konacnih elemenata biti koriSten programski paket ANSYS.
Predlozeni numericki model, ¢ija ¢e toCnost biti utvrdena usporedbom rezultata s
eksperimentalnim mjerenjima opisanima u petom poglavlju disertacije, koristit ¢e se da bi se
provela analiza odstupanja vrijednosti karakteristicnih parametara podatljivog zgloba
dobivenih analitickim metodama opisanima u tre¢em i Cetvrtom poglavlju disertacije.
Usporedba rezultata bit ¢e dana u sedmoj cjelini doktorske disertacije. Cilj dane analize
odredivanje je granica primjenjivosti pojedinih metoda proracuna ponaSanja simetricnih

rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama optere¢enih momentom.

U osmoj ¢e cjelini numeric¢ka analiza metodom konaénih elemenata biti proSirena kako bi se
utvrdilo ponaSanje razli¢itih konstrukcijskih izvedbi rotacijskih podatljivih mehanizama u
primjeni. Analizirat ¢e se tako sljedece varijacije konstrukcijskih izvedbi: promjena kuta
lisnatih opruga prema vertikali, pomicanje tocke presjecisSta lisnatih opruga, lisnate opruge s
pocetnom zakrivljenosc¢u, kao i monolitna te tzv. leptirasta izvedba rotacijskog podatljivog
mehanizma. U osmom ¢e se poglavlju, takoder, analizirati utjecaj djelovanja vanjskih
vertikalnih sila (uz moment) na rotacijski podatljivi mehanizam. Cilj ove cjeline je

odredivanje konstrukcijske konfiguracije koja omogucava minimizaciju varijacije rotacijske
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krutosti 1 parazitnih pomaka mehanizma i pri ve¢im kutovima rotacije mehanizma.

U posljednjoj devetoj cjelini disertacije dan je zaklju€ak kao i pogled na moguénosti buduceg

rada vezanog uz tematiku obradenu u doktorskoj disertaciji.
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2 Stanje u podrucju istrazivanja

Mehanizmi sluze za prijenos sile, snage ili gibanja na nacin da se kruti dijelovi mehanizma
povezu elementima koji omogucavaju relativno gibanje [Erdman, Sandor, 1997]. Za razliku
od tradicionalnih mehanizama temeljenih na klizanju i kotrljanju, podatljivi mehanizmi dio
svoje pokretljivosti ostvaruju elasticnim deformiranjem na nacin da se elasticno deformiraju
podatljivi elementi koji spajaju krute elemente. Na Slici 2.1 vidljiva je razlika izmedu
mehanizma koji se sastoji od krutih elemenata 1 tradicionalnih zglobova (a) i1 podatljivog

mehanizma (b).

a) b)
Slika 2.1 Tradicionalni (a) i podatljivi (b) mehanizam

Elasticne deformacije podatljivih elemenata koriste se u preciznim instrumentima ve¢ vise od

tri stolje¢a. Arheoloski nalazi potvrduju da se luk i strijela, koji su bili osnovno oruzje u
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mnogim kulturama, rabe jos od osmog tisuc¢ljeca prije Krista koriste¢i svojstvo podatljivog
elementa da skladisti energiju elasticne deformacije i1 pretvara ju u gibanje strijele. Isto je

svojstvo koristio i1 katapult (stara Grcka u Cetvrtom stoljecu prije Krista).

Prva znanstvena istrazivanja podatljivih elemenata proveo je Galileo Galilei ispitujuci
deformacije uklijeStene konzole opterecene silom dok su temelje teorije linearne elasti¢nosti
postavili R. Hooke 1 Marrot. Teoretsku podlogu na kojoj se temelji danasnja postavka teorije
elasti¢nosti definirali su A. Coushy, B. Saint — Venant i W. Thompson (kasnije Lord Kelvin).
Vazan period u kojem su podatljivi elementi bili instrument znanstvenog napretka bio je
razvoj galvanometra. Konstruktori ukljuceni u rani razvoj preciznih instrumenata bili su H.

von Helmholtz, J. P. Joule, Lord Kelvin, J. C. Maxwell 1 W. E. Weber [Smith, 2000].

Podatljive mehanizme moguce je podijeliti na potpuno podatljive mehanizme, kod kojih se
cjelokupno gibanje ostvaruje elasticnom deformacijom elemenata, te na mehanizme koji

imaju barem jedan tradicionalni zglob (kinematski par) i nazivaju se djelomi¢no podatljivima.

Podatljivi mehanizmi imaju viSestruke prednosti u odnosu na tradicionalne mehanizme

temeljene na klizanju 1 kotrljanju, a neke od njih su:

= omogucuju visoku tocnost, preciznost i razlu¢ivost,

* imaju neznatnu histerezu,

» nema dodira izmedu dijelova koji su u relativnom gibanju pa nema habanja, ni utjecaja
trenja (zagrijavanja), posljedi¢no, nije ih potrebno podmazivati te ne moze do¢i do
'zaglavljivanja' mehanizma,

* ne iziskuju odrzavanje u radu pa se mogu upotrebljavati u gotovo svim radnim
uvjetima (prisutnost radijacije, visoke i kriogene temperature te agresivna, prljava ili
ultracista okolina),

* iziskuju manji broj dijelova Sto pojeftinjuje izradu i montazu, konstrukcija je
jednostavna, kompaktna i pouzdana, pa ¢ak mogu biti izradeni i iz jednog dijela

(monolitna izvedba).
Nedostaci ovakvih mehanizama su, pak:

* ograni¢eni pomaci i opterecenje,

= slozena kinematika,

= prisutnost nezeljenih parazitnih pomaka,

= velika ovisnost o svojstvima materijala koja uvelike utje€u na radna svojstva,

= velik broj promjena optere¢enja iziskuje zahtjevnu analizu zamora materijala radi
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predvidanja Zivotnog vijeka mehanizma,
" pojava povratnih sila, mada u nekim mehanizmima to moze biti i prednost jer nije

potreban dodatni opruzni element.

2.1 Osnovni pojmovi

Podatljivi elementi integriraju se u mehanizme kako bi se ostvarilo unaprijed definirano
gibanje koje je posljedica djelovanja optereCenja, te se mogu svrstati u dvije osnovne grupe:
jednostavne 1 slozene podatljive elemente. Jednostavni podatljivi elementi dijele se na duge 1
kratke. Ceste su izvedbe koje &ine kombinaciju istih, a spadaju u skupinu sloZenih zglobova.
Iz grupe slozenih zglobova u uporabi su najceS¢e rotacijski i translacijski mehanizmi s
lisnatim oprugama, torzijski zglobovi te monolitni rotacijski mehanizmi [Smith, 2000],

[Howell, 2001].

2.1.1. Dugi podatljivi elementi

Lisnate opruge ¢ine osnovu tzv. dugih podatljivih elemenata, a zbog jednostavne proizvodnje
1 sklapanja vrlo su dugo u uporabi jer se koriste u preciznim fizikalnim uredajima jo$ od
pocetka industrijske revolucije, a vjerojatno i ranije. Lisnate opruge podatljive su cijelom
svojom duljinom koja je relativno velika u odnosu na debljinu i Sirinu, pa se u ovom slucaju

govori 1 o distribuiranoj podatljivosti.

Lisnata se opruga moze proizvesti kao tanka ploca uklijeStena izmedu dva kruta tijela, ali
izrada moze biti 1 monolitna. Na Slici 2.2 prikazane su dvije konstrukcijske konfiguracije

uporabe lisnate opruge.

b)

Slika 2.2 Lisnata opruga sa slobodnim krajem (a), lisnata opruga s krutim tijelom

pri¢vrséenim na slobodnom kraju (b)

2.1.2 Kratki podatljivi elementi

Ako se podatljivi mehanizam sastoji od podatljivog elementa na ¢ijim se slobodnim krajevima
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nalaze kruta tijela koja, u odnosu na sam podatljivi element, imaju znatno vecu duljinu i
krutost tako da vrijede izrazi (2.1) i (2.2), podatljivi element se naziva kratki podatljivi zglob
(Slika 2.3). Budu¢i da je duljina podatljivog dijela mala, kod ovakvih elasti¢énih zglobova
govori se o koncentriranoj podatljivosti. Kako je vidljivo na Slici 2.3, na jednom kraju

kratkog podatljivog zgloba moze biti ukljestenje.
[>>L (2.1)

(ED), >> (EI), 2.2)

=

Slika 2.3  Kratki podatljivi zglob

Kao $to je vidljivo na Slici 2.4, podatljivi dio moZe biti izveden na razne nacine te imati oblik
kruznice, elipse, prizme ili pak drugi pogodan oblik. Uobi€ajeni naziv u literaturi za ovako

izvedene kratke podatljive elemente je zarez.

a) b) c)

Slika 2.4 Prikaz izvedbi podatljivog dijela zgloba u obliku kruZnice (a), elipse (b) 1 prizme (c)

Posebna izvedba kratkog podatljivog zgloba je izvedba kada je podatljivi element izrazito

male duljine i debljine i naziva se engl. /living hinges (Slika 2.5).
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Slika 2.5 Primjer uporabe podatljivog elementa (obojan crvenom bojom) izrazito male

duljine 1 debljine (engl. living hinges)

Na Slici 2.6 prikazana su dva translatorna mehanizma s jednim stupnjem slobode gibanja od
kojih jedan ostvaraje gibanje koncentriranom podatljivos¢u (a), a drugi isto gibanje ostvaruje

distribuiranom podatljivoséu (b).

T~ T~

a) b)

Slika 2.6 Pomak mehanizma ostvaren koncentriranom (a) i distribuiranom podatljivos¢u (b)

2.1.3 Slozeni podatljivi mehanizmi

Podatljive je mehanizme, kao S§to je prikazano na Slici 2.7, mogucée grupirati ovisno o

ukupnom pomaku pokretnog krutog elementa, a koji je rezultat gibanja svih podatljivih
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elemenata mehanizma. Podatljivi se mehanizmi mogu koristiti za dobivanje translacijskog (a),
rotacijskog (b) ili kombiniranog gibanja s viSe stupnjeva slobode (c) [Howell, 2001]. Na Slici
2.7c vidljivo je da kruto tijelo A ostvaruje samo translacijsko gibanje, dok kruto tijelo B, koje
je vezano za tijelo A kratkim podatljivim zglobom uz translaciju i rotira oko osi rotacije

ostvarujuc¢i kombinirano gibanje.

Os rotacije

a)

Slika 2.7 Podatljivi mehanizam koji vrsi translacijsko (a), rotacijsko (b) i kombinirano (c)

gibanje

Rotacijski zglobovi s lisnatim oprugama (Slika 2.8) mogu, pak, biti izvedeni na nacin da su

opruge mimosmjerne (a) i (¢) ili da se sijeku uzduz geometrijske osi mehanizma (b).

Doista, kada se zahtijevaju veci kutovi rotacije rabe se upravo rotacijski podatljivi mehanizmi
s lisnatim oprugama koje se najcesc¢e krizaju pod kutom od 90°, dok je geometrijska os ujedno

1 os na kojoj se podatljivi elementi krizaju [Smith, 2000].

Izvedba prikazana na Slici 2.8a u praksi Cesto zadovoljava. Ipak, u praksi je, zbog
simetricnosti mehanizma, a time i vece torzijske krutosti, pogodnija izvedba prikazana na
Slici 2.8c, gdje dva vanjska podatljiva elementa imaju ukupnu Sirinu istu kao i sredisnji

element koji se moze sastojati iz jedne ili dvije lisnate opruge.

Rotacijski mehanizam kod kojeg su podatljivi elementi spojeni uzduz geometrijske osi naziva
se monolitni rotacijski podatljivi mehanizam (Slika 2.8b), a danas je sve ¢esc¢e u uporabi zbog
jeftinije izrade kao posljedice naprednih proizvodnih tehnologija [Haberland, 1981],
[Howells, 1996].

10
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XXX

Slika 2.8 Zglobovi s mimosmjernim lisnatim oprugama (a) i (¢), te zglobovi kod kojih se

lisnate opruge sijeku uzduz geometrijske osi mehanizma (b)

Idealni rotacijski podatljivi zglob bi trebao imati ¢im vecu podatljivost, odnosno elasti¢nost
oko glavne osi deformacije tzv. osi elasticnosti koja predstavlja os relativne rotacije krutih
segmenata rotacijskog mehanizma (Slika 2.9a). Idealni translacijski zglob bi, pak, trebao
imati ¢im vecu elasti€nost u smjeru glavne osi deformacije koja predstavlja os translacije

krutog segmenta (Slika 2.9b), [Pavlovi¢ D., Pavlovi¢ T., 2013].

Glavna os deformacije @\
b)

a)

Slika 2.9 Glavna os deformacije kod rotacijskog podatljivog zgloba (a) i translacijskog

podatljivog mehanizma (b)

Mehanizmi prikazani na Slici 2.9 su ravninski zbog jedne osi deformacije, dok prostorni
podatljivi mehanizmi mogu imati dvije pa i viSe osi deformacije [Pavlovi¢ D., Pavlovi¢ T.,

2013].

11
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Zbog svih navedenih prednosti podatljivih mehanizama njihova je primjena svakodnevna od

kojih su neke prikazane na Slici 2.10.

Slika 2.10 Podatljivi mehanizmi u svakodnevnoj primjeni

Posebno Siroku primjenu podatljivi mehanizmi nasli su u preciznom inzenjerstvu, i to
posebice kod sustava za precizno i to¢no pozicioniranje, uredaja za mikromanipulaciju te
mikro—elektro-mehani¢kih (MEMS) uredaja, a ¢esto se koriste 1 u mjeriteljstvu, seizmologiji 1

astronomiji ili pak kao dijelovi instrumenata na satelitima.

Na Slici 2.11a prikazana je, primjerice, monolitna izvedba (nije potrebna montaza)
translacijskog mehanizma s dva stupnja slobode gibanja proizvedenog postupkom
elektro—erozijske obrade zicom (engl. wire electro—discharge machining W-EDM), a sastoji
se od Sesnaest kratkih zglobova ¢iji su podatljivi dijelovi, izvedeni u obliku kruznice, Siroki
samo 30 pm, dok je ukupni translacijski pomak mehanizma 0,5 mm. Kod ovakve izvedbe
nema ukljestenja pa time ni pripadajucih tolerancija i podatljivosti ukljestenja [Nat. Phy. Lab.,

1956], odnosno minimizira se barem dio pogresaka.

Na Slici 2.11b prikazan je pak monolitni rotacijski mehanizam s lisnatim oprugama tzv.
leptirasti mehanizam (engl. butterfly) koji se koristi u svemirskim uredajima za skeniranje,
odnosno komunikacijskim uredajima izmedu satelita. Parazitni pomak je u ovom slucaju

manji od 2 um pri kutu rotacije mehanizma od +10° uz postignutu razlucivost gibanja od

12
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50 prad.

»"’//////m
a) b)

Slika 2.11 Monolitna izvedba mehanizama koji ostvaruje translacijsko gibanje raspona 0,5
mm (a) [Henein et al., 1999] 1 leptirastog mehanizma s lisnatim oprugama (b)

[Henein et al., 2003]

Primjer uporabe podatljivih mehanizama u konstrukcijskom sklopu prikazan je na Slici 2.12.

PODATLIJIVI MEHANIZMI

Slika 2.12 Sustav za usmjeravanje laserskih zraka u satelitima razvijen u grupaciji TNO u

Nizozemskoj (a) i grupacijama RUAG i CSEM u Svicarskoj (b)

Prikazana su tu dva neovisno razvijena sustava za usmjeravanje laserskih zraka u satelitima

LISA (engl. Laser Interferometer Space Antenna) koji bi se trebali nalaziti na medusobnoj

13
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udaljenosti od pet milijuna kilometara. Sustav je razvila grupacija TNO u Nizozemskoj (a) i

grupacije RUAG i CSEM u Svicarskoj (b).

Vazno je ovdje joS kratko spomenuti i da je, razvojem proizvodnih tehnologija, poput
spomenute elektro—erozijske obrade, povecan i radni raspon unutar granica dozvoljenih
naprezanja jer je minimizirana koncentracija naprezanja za odredeni progib, tj. omogucena je
optimizacija oblika zgloba. FElektro—erozijska obrada omogucuje postizanje prakticki
proizvoljnih oblika zglobova uz primjenu male sile pri obradi, neosjetljiva je na tvrdocu
materijala, omogucuje visoku tocnost, velike odnose dimenzija (engl. aspect ratios) i
monolitnu izradu. Postupak elektro—erozijske obrade, usprkos prednostima, kod izrade
zglobova mikrometarskih debljina dovodi i do neZeljenih efekata: povrSinske hrapavosti koja
je mikro—koncentrator naprezanja, pojave 'bijelog sloja' odmah ispod povrsine koji je veé¢i kod
celika nego kod aluminija, kao i 'toplinski pogodene zone' (na spoju 'bijelog sloja' i osnovnog
materijala) u kojoj se javlja niza krutost, tj. dolazi do virtualnog smanjenja debljine zgloba

[Henein et al., 1997].

Kao bolji postupak se kod nekih primjena, posebice na polju mikrotehnologija, stoga pokazala
tehnologija duboke litografije ~X-zrakama (njem. Lithographie, Galvanik und
Abformung — LIGA). Karakteristike ovog postupka su: primjenjivost na Sirokom spektru
materijala, paralelnost i glatko¢a bocnih stranica, moguc¢nost izvedbe boc¢nih stranica pod
odredenim kutom dvostrukim izlaganjem X-zrakama, odnos dimenzija veéi od 100,
mogucénost izvedbe razli¢itih geometrija [Saile et al., 2009]. Na Slici 2.13 prikazana je

struktura izradena dubokom litografijom X—zrakama.

A - 4

Slika 2.13 Struktura izradena dubokom litografijom X—zrakama, najmanja §irina iznosi 6

um, visina je 120 pm

14
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Kod spomenutih postupaka obrade koli¢ina odvojenog materijala obradom je mala. Veca
koli¢ina odvojenog materijala postize se procesom mikroproizvodnje (mikroglodanja,
mikrotokarenja i dr.) pri ¢emu se postize odlicna kvaliteta povrSine, ali je tvrdo¢a materijala
ograni¢ena na 63 HRC [Reimer, 2007]. Na Slici 2.14 prikazan je izradak proizveden u

'mikrotvornici'.

N\

IO >

% -\".

Pl

Slika 2.14 Izradak proizveden u 'mikrotvornici' [LeRoux, 2012]

Ve¢ je spomenuto da su sastavnice podatljivih mehanizama podatljivi elementi razli¢itih
izvedbi. U ovom radu analizirat ¢e se rotacijski podatljivi mehanizmi s podatljivim
elementima koji su dugacki i pravokutnog su presjeka dok im je debljina mala u odnosu na
Sirinu (cf. Sliku 2.8). U literaturi se naj¢esce takvi elementi nazivaju lisnate opruge, iako su
fizikalno to vitki/tanki Stapovi uklijeSteni u pripadaju¢im rubnim tockama, pa se moze naici i
na izraz vitke/tanke konzolne grede. Na tom se polju rada, pak, dosadasnja istrazivanja mogu
podijeliti na:
» analizu samih lisnatih opruga te

= analizu podatljivih mehanizama, a ¢iji je temelj istrazivanje vitkih Stapova.

2.2 Analiza naprezanja i deformacija lisnatih opruga

Pregledom dosadaSnjeg stanja u podrucju istrazivanja uvida se da se staticka analiza lisnatih
opruga svodi na rjeSavanje odgovarajuce diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije, u literaturi
poznate kao Elastica metoda, koja podrazumijeva odredivanje tocnog oblika zakrivljene linije

podatljivog vitkog Stapa tzv. elasticne linije. Jednadzba elasticne linije u pravokutnom

15
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koordinatnom sustavu glasi

M (2.3)

gdje je E Youngov modul elasti¢nosti, / aksijalni moment tromosti (ili inercije), » polumjer
zakrivljenosti elasticne linije u bilo kojoj tocki s koordinatama (x, y), a M moment savijanja u
toj tocki. RjeSavanje jednadzbe elasti¢ne linije za male progibe svodi se na linearno ovisan
problem 1 jednostavno se rjeSava analiticki uvodenjem pojednostavljenja, odnosno
zanemarivanjem male vrijednosti (dy/dx)® u izrazu (2.3). Za velike progibe rjeSenje Elastica
metode je sloZzeno 1 do rjeSenja se moze doci analiticki, u literaturi poznato u engleskoj inacici
closed—form ili razli¢itim numerickim metodama (npr. metodom konac¢nih elemenata).
Analiticko rjeSavanje ukljucuje pak rjeSavanje potpunih i nepotpunih elipti¢nih integrala ili,
alternativno, rjeSavanje aproksimacijskih polinoma ili primjenu iterativnih procedura pa se
Cesto zbog kompliciranosti izraza mora uporabiti numericko rjeSavanje diferencijalnih

jednadzbi (npr. numericka metoda 'gadanja’ engl. shooting ako su poznati rubni uvijeti).

Prve zabiljeske i rezultati eksperimentalnih mjerenja ponasSanja greda oslonjenih na oba kraja
i konzolnih greda datiraju pak iz renesansnog razdoblja, a proveo ih je L. da Vinci. Galileo
Galilei pocetkom sedamnaestog stoljec¢a provodi eksperimentalna mjerenja na konzolnoj gredi
opterecenoj poprecnom silom na slobodnom kraju kako bi utvrdio ono optere¢enje koje
dovodi do njenog loma. Dobivene vrijednosti maksimalnog opterecenja bile su tri puta vece
od stvarnih vrijednosti koje dovode do loma jer je pretpostavio da do loma materijala (lomne
¢vrsto¢e) vrijedi linearna ovisnost naprezanja i1 deformacije. NeSto kasnije Mariotte
eksperimentalnim mjerenjima takoder definira maksimalno opterecenje. Mariotte je utvrdio i
da je, ako je konzolna greda u horizontalnom poloZaju i na nju djeluje poprecna sila prema
dolje, gornji dio poprecnog presjeka grede opterecen vlacno, a donji dio tlacno. Za razliku od
Galilea 1 Mariotta, koji su istrazivali ¢vrstocu greda, J. Bernoulli definira njihov progib i time
zapoc¢inje novo poglavlje mehanike elasticnosti [Timoshenko, 1953]. J. Bernoulli slijedi
Mariottove pretpostavke o polozaju neutralne osi konzolne grede prikazane na Slici 2.15 i
utvrduje da je polumjer zakrivljenosti konzolne grede proporcionalan momentu savijanja.
Njegov nec¢ak D. Bernoulli predlaze L. Euleru koristenje varijacijskog racuna za rjeSavanje

jednadZbe elasti¢ne linije.

16
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Slika 2.15 Konzolna greda optere¢ena na slobodnom kraju popre¢nom silom P koja uzrokuje

progib o slobodnog kraja

L. Euler prihvaca teoriju J. Bernoullia o proporcionalnoj ovisnosti zakrivljenosti elasti¢ne
grede 1 momenta savijanja i u svojim daljnjim radovima daje rjeSenja diferencijalne jednadzbe
elasti¢ne linije za razliite probleme [Euler, 1744]. Euler utvrduje da je sila koja uzrokuje
izvijanje konzolne grede proporcionalna s 7 i obrnuto proporcionalna s 4L% gdje je L duljina
konzolne grede. Kako bi utvrdio kriti¢nu silu koja uzrokuje izvijanje, J. L. Lagrange analizira
konzolnu gredu opterec¢enu popre¢nom silom na slobodnom kraju. Njegove pogreske korigira
njegov necak G. A. A. Plana, a vitku konzolnu gredu istraZzuje i M. Born [Timoshenko, 1953],

[Fertis, 2006].

Problem uklijestenog vitkog Stapa opterecenog na slobodnom kraju uzduznom silom koja
uzrokuje progibe u nelinearnom podrucju u svojoj knjizi opisuje S. P. Timoshenko
[Timoshenko, 1953], dok je procedura rjeSavanja primjenom analogije izmedu diferencijalne
jednadzbe elasti¢ne linije i diferencijalne jednadZzbe koja definira gibanje fizikalnog njihala
dana u referenci [Timoshenko, Gere 1961]. U literaturi se mogu naci razni pristupi rjesavanja
konzolnih greda 1 greda oslonjenih na oba kraja. RjeSenja konzolnih greda opterecenih
poprecnom silom na slobodnom kraju koriStenjem elipticnih integrala dana su u [Barten,
1945], [Bisshopp, Drucker, 1945] i [Plainevaux, 1953], dok su u referencama [Conway, 1947]
i [Gospodnetic, 1956] dana rjeSenja greda oslonjenih na oba kraja optere¢enih popre¢nom
silom na sredini takoder dobivena primjenom elipti¢nih integrala. U referenci [Scott, Carver,
1955] dana su rjeSenja tocne jednadZzbe elasticne linije integriranjem niza funkcija za gredu
oslonjenu na oba kraja optere¢enu popreCnom silom na sredini, te za konzolnu gredu
optereCenu na slobodnom kraju popre¢nom silom 1 zasebno momentom savijanja.
Procedurom opisanom u referenci [Frisch — Fay, 1961], koja koristi pristup Elastica metode, a
primjenjuje se na zakrivljene konzolne grede opterecene kosom silom, izracun je u velikoj

mjeri pojednostavljen. Frisch — Fay postavlja 'princip elasti¢ne sli¢nosti' (engl. principle of
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elastic similarity) koji kaze da se svaka konzolna greda opterecena kosom silom na
slobodnom kraju moZe svesti na osnovni problem optere¢enja konzolne grede, odnosno na
rjeSavanje konzolne grede opterecene aksijalnom silom na slobodnom kraju. Na Slici 2.16a
prikazan je spomenuti osnovni problem opterecenja konzolne grede aksijalnom silom na
slobodnom kraju u deformiranom polozaju. Deformirani polozaj konzolne grede prikazan je
punom plavom linijom. Na Slici 2.16b prikazan je princip elasticne sli¢nosti primijenjen na
horizontalnu konzolnu gredu duljine L; (puna crvena linija) optereCenu popre¢nom silom,

produljivanjem konzolne grede u tocki B za duljinu L, (isprekidana crvena linija).
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Slika 2.16 Princip elasti¢ne sli¢nosti (prema [Frisch — Fay, 1961])
Vrijedi
L=L+L, (2.4)

U referenci [Frisch — Fay, 1962] dana je procedura rjesavanja konzolnih greda sa i bez

pocetne zakrivljenosti opterecenih silom na slobodnom kraju primjenom elipti¢nih integrala.

Kasnije su dijelovi procedure iz reference [Frisch — Fay, 1961] koristeni u pristupima koje
daju [Mattiason, 1981] i [Navee, Elling, 1992]. Komplicirane grafo—analiticke metode za
izratun konzolnih greda s velikim progibima optere¢enih momentom definirane su u
[Hymans, 1946] i [Seames, Conway, 1957] s tim da je druga metoda sadrzavala i rjeSenje
konzolnih greda s blagom pocetnom zakrivljenoS¢u. Problem je rijeSen uporabom elipticnih

integrala u [Conway, 1956], [Mitchell, 1959] i [Van Wijngaarden, 1949]. Yau je za izracun
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vitke konzolne grede opterecene kosom silom koristio Elastica metodu [Yau, 2010] tako da je
djelovanje kose sile uzrokovao uzetom koje 'vuce' slobodni kraj Stapa. U tom je slucaju kut

pod kojim djeluje sila promjenjiv.

De Bona i Zelenika su, takoder koriste¢i Elastica metodu, rijesili opéi sluc¢aj problema kada je
tanka konzolna greda s pocetnom zakrivljenos¢u opterecena kosom silom 1 momentom [De
Bona, Zelenika, 1997]. Pristup De Bone i Zelenike koriSten je i u ovom radu za izraun
lisnatih opruga rotacijskih podatljivih mehanizama, pa ¢e o tome viSe biti re€eno u treCem

poglavlju disertacije.

2.3 Podatljivi mehanizmi s lisnatim oprugama

Prva eksperimentalna mjerenja rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama
(kakav je prikazan na Slici 2.8a) proveo je W. E. Young [Young, 1944]. Istrazivanja su
provedena na rotacijskim podatljivim mehanizmima ¢ije su lisnate opruge bile u simetricnom
polozaju za velike kutove rotacije mehanizma, pri ¢emu je mehanizam bio optere¢en
momentom. Na osnovu dobivenih eksperimentalnih rezultata definirani su izrazi za izracun
karakteristicnih parametara: rotacijske krutosti mehanizma, ekvivalentnih naprezanja i
parazitnog pomaka geometrijskog srediSta mehanizma. U radu su dane i preporuke za
konstrukceiju rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama. Young tako savjetuje
da se lisnate opruge, ako je moguce, trebaju krizati na sredini aktivnih duljina kako bi se
reduciralo naprezanje zbog 'oStrog' savijanja jer pomicanjem sjeciSta dolazi do znacajnog
smanjenja polumjera zakrivljenosti. Usporedbom izvedbi mehanizama kod kojih su se lisnate
opruge sjekle pod kutovima od 30°, 60° 1 90° autor dolazi do zakljucka da se pove¢anjem tog
kuta povecava rotacijska krutost i parazitni pomak rotacijskog podatljivog mehanizma.
Analiza je pokazala da je parazitni pomak zanemarivo mali za kutove rotacije mehanizma
manje od 15°. Ako se ne traZi izrazito velika preciznost, npr. u preciznim instrumentima, tada

se preporuca uporaba ovakvih zglobova za kutove rotacije mehanizma i do 45°.

W. E. Young je provodio eksperimente za lisnate opruge duljina 38,1 mm i 76,2 mm, ali su se
u preciznim instrumentima rabile znatno krace lisnate opruge. Stoga su L. V. Nickols i H. L.
Wunsch proveli eksperimente za sljede¢e duljine lisnatih opruga: 4,013 mm, 10,414 mm i1
16,764 mm [Nickols, Wunsch, 1951]. Istrazivanja su provedena za velike kutove rotacije
mehanizama, lisnate su opruge bile u simetri¢cnom polozaju pod kutom od 90°, a mehanizmi
su bili optere¢eni momentom. Za svaku duljinu varirano je i pet debljina lisnatih opruga kako

bi se istrazio utjecaj debljine lisnatih opruga na rotacijsku krutost zgloba. Oc¢ekivano, uoceno
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je da se povecanjem debljine lisnatih opruga povecava rotacijska krutost, dok se s povecanjem
duljine rotacijska krutost smanjuje. Na osnovu dobivenih eksperimentalnih rezultata
definirani su izrazi za izracun karakteristicnih parametara: rotacijske krutosti mehanizma,

naprezanja na savijanje i parazitnog pomaka geometrijskog sredista mehanizma.

Haringx je istih godina proveo teorijska istrazivanja podijeljena u dva dijela, odnosno
postavio je matematicku formulaciju za velike i za male kutove rotacije rotacijskog
podatljivog zgloba s lisnatim oprugama [Haringx, 1949]. Za podruc¢je malih kutova rotacije
mehanizam je optereen vanjskom poprecnom silom i momentom. Zbog svoje sloZenosti,
analiticko rjeSenje za zglob opterecen na taj nacin, moze se dobiti samo uz pojednostavljenje
oblika jednadzbe elasti¢ne linije. Ono dovodi do ograniCenja primjene dobivenih izraza te su
dobiveni izrazi primjenjivi za kutove do 20°. Kod zgloba opterecenog momentom i vanjskim
silama treba voditi rauna i1 o stabilnosti zgloba, tj. rotacijska krutost mehanizma ne smije
poprimiti negativnu vrijednost. Za povecanje stabilnosti zgloba, Haringx preporuca kutove
izmedu lisnatih opruga od 60° 1 90°, te da pozicija zgloba bude takva da vanjska sila u
lisnatim oprugama uzrokuje vla¢nu silu. Haringx je, isto tako, postavio izraze za izracun
zgloba optere¢enog samo momentom pri ¢emu je rijeSio tocnu diferencijalnu jednadzbu
elasti¢ne linije. Kako je ve¢ reCeno, rjesavanje to¢ne jednadzbe elasti¢ne linije iziskuje
uporabu elipticnih integrala 1 iterativni postupak. Dobivene rezultate usporedio je s
Youngovim eksperimentalnim mjerenjima i time potvrdio matemati¢ku formulaciju koju je

definirao.

U istom periodu, 1948. godine i Wittrick je izradio matematicku formulaciju koja vrijedi za
kutove rotacije rotacijskog podatljivog mehanizma manje od 20° [Wittrick, 1948]. Kao i
Haringx, i Wittrick je definirao izraze za zglob optere¢en vanjskom poprecnom silom i
momentom. Dao je i niz krivulja koje definiraju sve potrebne parametre za konstrukciju
zgloba Cije se lisnate opruge sijeku pod kutom od 90° (u slucaju da se radi o nekom drugom
kutu dani su izrazi za preraCunavanje). Tako je definirao podrucje stabilnosti zgloba,
maksimalni moment savijanja i uzduznu silu u lisnatim oprugama u ovisnosti o razli¢itim
kombinacijama vertikalnih i horizontalnih sila. Autor je utvrdio da vanjska sila uvelike utjece
na stabilnost 1 rotacijsku krutost zgloba. Nadalje, ako je rotacijski podatljivi mehanizam
opterecen vanjskom silom, kut rotacije mehanizma viSe nije proporcionalan momentu koji
izaziva taj kut rotacije, ali se za prakticnu primjenu ta ¢injenica moZze zanemariti. Provedena
su i eksperimentalna mjerenja za male kutove rotacije mehanizma (do 7°) i dobiveno je dobro

poklapanje rezultata. Nekoliko godina kasnije Wittrick je proSirio svoje istrazivanje,
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pokazavsi da rotacijska krutost podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama znatno ovisi o
vanjskoj sili koja djeluje na zglob, te da se na rotacijsku krutost moze utjecati pomicanjem

tocke u kojoj se lisnate opruge krizaju [Wittrick, 1951].

Jones je, pak, u periodu od 1951. do 1962. godine objavio niz radova koji se bave primjenom
podatljivih mehanizama u preciznom inZenjerstvu. U radu [Jones, 1951] opisuje tako razlicite
izvedbe translacijskih podatljivih mehanizama. Najjednostavnija je izvedba prikazana na Slici
2.17a kod koje pomi¢ni dio, pokretan mikrometarskim vijkom, ostvaruje translacijsko gibanje
u odnosu na nepomicni dio za kojega je spojen pomocu lisnatih opruga. Ovom izvedbom je
bilo nemogucée postici idealnu paralelnost zbog pogresaka izvedbe i razlike u ¢vrstoéi lisnatih
opruga. U radu su opisane jo$ tri poboljSane izvedbe koje su takoder prikazane na Slici 2.17:
kompenzirani translator (b), kompaktni kompenzirani translator (c) i kompenzirani translator

s izbjegavanjem utjecaja tezine blokova na glavni stupanj slobode gibanja (d).

Slika 2.17 Jednostavni translator s paralelnim oprugama (a), kompenzirani translator (b),
kompaktni kompenzirani translator (c), kompenzirani translator s izbjegavanjem
utjecaja tezine blokova na glavni stupanj slobode gibanja (d) (prema [Jones,

1951])

U radu je opisana izvedba (d) kao najbolja zbog najmanjeg parazitnog pomaka. Spomenuta se

izvedba sastoji od cCetiri para lisnatih opruga koje su simetricne u odnosu na os vijka te je
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kod nje postignuta tocnost pri translacijskom pomaku od 5 mm bila na razini od +£0,00508 pm

po visini a uz zanosenje od 0,019050 pum.

U radu iz 1952. godine [Jones, 1952] opisuje translacijski podatljivi mehanizam za pomicanje
optickog proreza infracrvenog spektrometra, a kasnije [Jones, 1956] opisuje podatljivi
mehanizam za istu namjenu, ali znatno vecih dimenzija konstruiran za solarni spektrograf

zvjezdarnice u Sunspotu u Novom Meksiku.

Jones 1955. godine [Jones, 1955] analizira podatljive elemente u obliku L—profila, a 1956. s
Youngom [Jones, Young, 1956] istraZzuje odstupanja translacijskih podatljivih mehanizama
od zeljenog gibanja, odnosno parazitne pomake. U referenci [Jones, 1961. I] autor mjeri
brzinu svjetlosti u magnetskom polju 1 pri tom koristi kolimator i teleskop koji se nalaze na
odvojenim nosivim konstrukcijama. Baza kolimatora s jedne je strane pricvr§éena na postolje
preko lisnate opruge, a s druge strane lisnatom oprugom kojoj je omogucen vertikalni i
horizontalni translacijski pomak pomocu vijaka. Iste godine [Jones, 1961. II] opisuje nacine
montaze postolja preciznih instrumenata kako bi se minimizirao utjecaj mehanickih utjecaja
okoline na instrumente. Preporuca oslanjanje postolja na (najcesce) tri ¢lana Cija je krutost
manja od krutosti postolja, kako bi njihova podatljivost omogucila gotovo nepomican polozaj

postolja. Na Slici 2.18 prikazane su razli¢ite izvedbe oslonaca predlozene u tome radu.

7 &7
& &7 &

Slika 2.18 Izvedbe oslonaca postolja preciznih instrumenata (prema [Jones, 1961. I1])

§

U radu iz 1962. godine Jones daje pregled primjene elasti¢nih i podatljivih elemenata pri
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konstruiranju preciznih instrumenata [Jones, 1962].

Nekoliko je autora u svojim radovima analiziralo podrobnije neZeljene pomake po
stupnjevima slobode gibanja razli¢itima od primarnog stupnja slobode — tzv. parazitne
pomake, i to posebno rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama [Wuest, 1950],
[Hasselmeier, 1954] i [Hildebrand, 1958]. U tim se radovima gibanje geometrijskog sredista
rotacijskog podatljivog mehanizma aproksimira kotrljanjem (odvaljivanjem) dvaju valjaka
(kruznica) a svi su autori dobili identi¢ne izraze kojima se definira veli¢ina parazitnog

pomaka u vertikalnom i u horizontalnom smjeru.

Troeger 1962. godine [Troeger, 1962] navodi da na osjetljivost, to¢nost i ponovljivost
polozaja tradicionalnih zglobova u najvecoj mjeri utjeCu trenje i zracnosti. Obzirom da se
zglobovi koriste u mnogim preciznim instrumentima, kontrolnim i mjernim uredajima,
predlaze uporabu rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama upravo zbog
izostanka trenja i1 zracnosti. U radu se takoder analiziraju parazitni pomaci geometrijskih
srediSta mehanizama s lisnatim oprugama optere¢enih momentom te se daju izrazi za izraCun
tih pomaka proizasli iz geometrije mehanizma. Dobivene vrijednosti usporeduju se s
deklaracijama proizvodaca rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama i

postignuta su vrlo dobra poklapanja rezultata.

Zelenika 1 De Bona 2002. godine [Zelenika, De Bona, 2002] istrazuju utjecaj poprec¢nih sila
na ponaSanje rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama uz provodenje
eksperimentalnih mjerenja. Ovaj slucaj je vrlo vazan kod mehanickih konstrukcija, jer su u
veéini sluCajeva analizirani mehanizmi spregnuti s mehanickim elementima koji imaju
znaCajnu tezinu pa rotacija mehanizama nije ostvarena samo u prisustvu momenata. Problem
je postavljen za velike kutove rotacije mehanizma. Postavljene su jednadzbe ravnoteze a
njihovo je rjeSenje dobiveno Newton — Raphsonovom metodom. Pri tom je postupku rijeSena
pojednostavljena jednadzba elasti¢ne linije. Predlozena metoda usporedena je s analitickim i
eksperimentalnim metodama dostupnima u literaturi. Uz to provedena su precizna
eksperimentalna mjerenja s laserskom interferometrijskom tehnikom sljedbe trajektorije i
dobiveni se rezultati izvrsno poklapaju s analitiCkim rezultatima dobivenim uporabom
Haringxovih izraza. PredloZzena metoda izracuna dala je dobre rezultate, a pogreska koja se

javlja pripisuje se rjeSavanju priblizne, a ne to¢ne jednadzbe elasti¢ne linije.

Bitencourt 1 ostali 2011. godine [Bitencourt et al., 2011] uopcavaju analizu Zelenike i De

Bone opisanu u referenci [Zelenika, De Bona, 2002], takoder rjeSavajuéi pribliznu
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diferencijalnu jednadzbu elasticne linije. Postavljaju izraze za izraCun parazitnih pomaka i
analiziraju utjecaj pomaka tocke presjecista lisnatih opruga i1 kuta izmedu njih na parazitne
pomake rotacijskog podatljivog mehanizma. Rezultate dobivene razvijenom analitickom
metodom za rotacijski mehanizam optere¢en momentom usporeduju s eksperimentalnim
mjerenjima iz reference [Zelenika, De Bona, 2002] pri malim kutovima rotacije. Usporedba je
pokazala dobro poklapanje rezultata. Isto tako usporedba rezultata s analitickim rezultatima

danim u referenci [Hongzhe, Shusheng, 2010. II] pokazuje dobro poklapanje.

Goncalves 1 ostali 2014. godine [Goncalves et al., 2014] proSiruju analizu provedenu u
referenci [Bitencourt et al., 2011]. Analiziraju kako kut izmedu lisnatih opruga, pomak
njihovog presjecista i varijacija vrijednosti vertikalne sile koja djeluje na mehanizam utjecu

na parazite pomake i rotacijsku krutost mehanizma.

Venanzi i ostali 2005. godine predstavljaju iterativnu metodu za nelinearnu analizu polozaja
Stapova ravninskih podatljivih mehanizama [Venanzi et al., 2005]. Metoda omoguéuje
definiranje polozaja i orijentacije svakog Stapa mehanizma, pri poznatom progibu prvog
Stapa. Razmatrani su veliki progibi, a analiza polozaja Stapova napravljena je bez linearne
aproksimacije koja se inace primjenjuje kod malih progiba. Metodu su primijenili i na
rotacijski podatljivi mehanizam s lisnatim oprugama, pri ¢emu su ulazni podaci bili popre¢na
sila 1 kut rotacije mehanizma, a izlazni podaci moment koji uzrokuje Zeljeni kut rotacije
mehanizma 1 pomak tocke u kojoj djeluje vanjska sila. Ostvarena su dobra poklapanja s

rezultatima analize metodom konac¢nih elemenata.

Awtar i Slocum predstavljaju kinematic¢ki podatljivi mehanizam s paralelnim podatljivim
elementima cCija se konstrukcija temelji na sustavnom obrascu ogranicenja i omogucuje velike
raspone gibanja bez znacajnih odstupanja od Zeljenog gibanja. Postavljena je bezdimenzijska
parametarska procedura koja predvida ponaSanje mehanizma sastavljenog od paralelnih

podatljivih gredica [Awtar et al., 2006], [Awtar, Slocum, 2006].

U novije vrijeme Howell je ponudio sasvim novu metodu rjeSavanja podatljivih mehanizama,
tzv. metodu pseudo—krutog modela tijela. Ta metoda omogucava jednostavnu analizu
mehanizama kod kojih se u radu zahtijevaju veliki kutovi rotacije [Howell, 2001], [Jensen,
Howell, 2002], [Howell, 2013], [Howell et al., 2013]. Osnovni koncept predlozene metode je
da se podatljivi mehanizam modelira kao mehanizam sastavljen od krutih Stapova, a kako bi
se ¢im to¢nije aproksimirala ovisnost opterecenja i progiba, u zglobove (zglob sa svornjakom)

se smjestaju opruge Cija je ukupna krutost identi¢na rotacijskoj krutosti mehanizma koji se
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modelira. Kod kratkih podatljivih elemenata, kao Sto je prikazao na Slici 2.19a, zglob sa
svornjakom i oprugom smjesta se na sredinu pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom te
se time ne Cini velika pogreska. Kod rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama
situacija postaje slozenija jer je potrebno, uz krutost pojedine ekvivalentne opruge, odrediti i

njen poloZzaj. Model rotacijskog podatljivog mehanizma prikazan je na Slici 2.19b.
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Slika 2.19 Model kratkog zgloba (a) i model rotacijskog podatljivog mehanizma (b)

modeliran metodom pseudo—krutog modela tijela (prema [Jensen, Howell, 2002])

Na osnovu velikog broja analiza metodom konac¢nih elemenata u navedenim su radovima
dobiveni izrazi u obliku polinoma kojima se definira polozaj zglobova i krutost ekvivalentnih
opruga. Jensen i Howell su usporedivali rezultate za razliite modele dobivene analizom
metodom konacnih elemenata s rjeSenjima metode pseudo—krutog modela tijela, te su izvrsili
optimiziranje koeficijenata polinoma s ciljem minimizacije razlika karakteristika ovisnosti
opterecenja 1 progiba izmedu rotacijskog podatljivog mehanizma i njegovog modela. Metoda

pseudo—krutog modela tijela je aproksimacijska te nije pogodna za preciznije proracune.

Brojni autori prosirili su metodu pseudo—krutog modela tijela kako bi analizirali razlicite
izvedbe podatljivih mehanizama. Pei 1 ostali proSiruju je na monolitni rotacijski podatljivi
mehanizam (engl. cartwheel) optere€en momentom kakav je prikazan na Slici 2.20a. Koriste
dva pseudo—kruta modela tijela, Stapni model (Slika 2.20b) i model zgloba sa svornjakom
(Slika 2.20c) [Pei, Yu, 2009]. Modele verificiraju analizom metodom kona¢nih elemenata i

pokazuju da su oba modela to¢na u predvidanju rotacijske preciznosti, ovisnosti opterecenja i
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progiba, te karakteristike naprezanja zgloba, ¢ak i kod velikih progiba.

a) b) ©)

Slika 2.20 Monolitni rotacijski podatljivi mehanizam (a), Stapni model (b), model zgloba sa

svornjakom (c) (prema [Pei, Yu, 2009])

Nesto kasnije, 2010. godine, isti autori predstavljaju novu metodu za analizu jednostavnih
pseudo—krutih modela tijela za razli¢ite mehanizme koji se temelje na lisnatim oprugama [Pei
et al., 2010]. Analiziran je rotacijski mehanizam prikazan na Slici 2.21a i autori navode da se,
ako je trenutno srediste rotacije pojedine lisnate opruge pod utjecajem vanjskog opterecenja,
lisnata opruga moze modelirati kao Stapni element s dva zgloba sa svornjakom. Kod
pseudo—krutog modela spomenute lisnate opruge jedan je zglob tradicionalni zglob sa
svornjakom dok je u drugom, pogodno pozicioniranom zglobu sa svornjakom, smjestena i
opruga ¢ija je krutost ekvivalentna krutosti pojedine lisnate opruge. Rezultiraju¢i model
pseudo—krutog modela tretiranog mehanizma prikazan je na Slici 2.21b. Ukupna rotacijska
krutost rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama sa Slike 2.21a modelirana je

pak modelom zgloba sa svornjakom (Slika 2.21c¢).

Hy

|

7]
a) c)

Slika 2.21 Rotacijski podatljivi mehanizam (a), Stapni model (b), model zgloba sa

svornjakom (c) (prema [Pei et al., 2010])
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Usporedbom dobivenih rezultata s metodom kona¢nih elemenata verificirana je toCnost

metode za ranu fazu konstrukcije mehanizama s lisnatim oprugama.

Pei 1 Yu 2011. godine predstavljaju podatljivi zglob prikazan na Slici 2.22a. koji je nazvan
nesimetricni  dvostruki jednakokracni trapezni zglob s lisnatim oprugama (engl.
anti—symmetric double leaf—type isosceles—trapezoidal flexure joint — ADLIF) a koji se je, za
raspon kutova do 5°, pokazao boljim rjeSenjem od monolitnog rotacijskog podatljivog

mehanizma [Pei, Yu, 2011].

| | .

(@)

a) b) c)

Slika 2.22 Nesimetri¢ni dvostruki jednakokracni trapezni zglob s lisnatim oprugama (a),

Stapni model (b), model zgloba sa svornjakom (c) (prema [Pei, Yu, 2011])

Odgovaraju¢i Stapni model prikazan je na Slici 2.22b, a model zgloba sa svornjakom na Slici
2.22c. ADLIF zglob je slian tzv. butterfly zglobu prikazanom na Slici 2.11 [Henein et al.,

2003], ali u slu¢aju ADLIF—a postoji asimetrija pomi¢nog i nepomi¢nog dijela zgloba.

Hongzhe i Shusheng 2010. godine [Hongzhe, Shusheng, 2010. I] izvode jednostavan
bezdimenzijski model rotacijskog mehanizma s lisnatim oprugama, takoder zasnovan na
metodi pseudo—krutog modela tijela, kojim se predvida rotacijska krutost zgloba. Lisnate
opruge se u ovom slucaju ne sijeku u sredi$njim tockama, a zglob je optere¢en momentom i
poprecnom silom. Model opisuje ovisnost kuta rotacije o optereCenju. Pretpostavka je da je
rotacija zgloba posljedica djelovanja momenta i horizontalne sile, dok vertikalna sila definira
rotacijsku krutost pseudo—krutog modela tijela. U cilju utvrdivanja utjecaja geometrijskih
parametara, analizirana je rotacijska krutost zasebno uzrokovana momentom, a zasebno
horizontalnom silom. Nadalje, predstavljen je pristup za male rotacijske krutosti, neovisan o
smjeru vertikalne sile, a u odnosu na silu izvijanja. Iste godine ti autori analiziraju 1 model

koji predvida parazitni pomak geometrijskog srediSta za rotacijski mehanizam s lisnatim
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oprugama [Hongzhe, Shusheng, 2010. II]. Optimiziranjem polozaja sjecisSta lisnatih opruga
izveden je pseudo—kruti model tijela koji ima vrlo mali parazitni pomak. Istrazuju i utjecaj
cetiri tipa nesavrSenosti izrade na konstrukcijske parametre, kako bi utvrdili stvarno ponaSanje
rotacijskog podatljivog mehanizma, s posebnim naglaskom na parazitne pomake. Predstavljen
je 1 model mehanizma s velikim kutovima rotacije 1 malim parazitnim pomacima sastavljen
od nekoliko generaliziranih rotacijskih mehanizama s lisnatim oprugama spojenih u seriju. Na
temelju ekvivalentnog modela izveden je izraz za izraCun parazitnih pomaka. Svi rezultati
dobivenih modela u oba rada potvrdeni su metodom kona¢nih elemenata. Pokazano je da su
rezultati tocni za kutove rotacije do +15°. U cilju smanjenja parazitnog pomaka, Hongzhe i
ostali 2011. godine [Hongzhe et al., 2011] proSiruju navedeno istrazivanje na podatljive
mehanizme s lisnatim oprugama monolitne izvedbe. Mehanizam je ravninski, a sjeciSte
lisnatih opruga je 'udaljeno' (mehanizam ima oblik jednakokracnog trapeza). Kao i u
prethodnim radovima, autori analiziraju rotacijsku krutost, zasebno uzrokovanu momentom, a
zasebno horizontalnom silom, te potom i utjecaj uzduzne sile na rotacijsku krutost mehanizma
11zvijanje.

U literaturi dostupan je i Citav niz istraZivanja koja analiziraju karakteristicne parametre
razli¢itih konstrukcijskih rjeSenja podatljivih mehanizama. Neka od njih koriste metode

definirane u prethodno spomenutim radovima.

Henein 1 ostali 2002. godine predstavljaju tako osnovne principe projektiranja i konstrukcije
podatljivih mehanizama ultravisoke preciznosti. Navode da se kombinacijom podatljivih
mehanizama s odgovarajuéim pogonom i senzorima postize nanometarska toc¢nost
pozicioniranja. Opisuju primjere podatljivih mehanizama u opremi 1 instrumentima u

sinkrotronskim akceleratorskim postrojenjima [Henein et al., 2002].

Henein i ostali 2003. godine opisuju rotacijski podatljivi mehanizam, prikazan na Slici 2.11,
koji se popularno naziva engl. butterfly mehanizam i koji se koristi kod medusatelitskih
komunikacijskih sustava [Henein et al., 2003]. Koncept je detaljno projektiran i izraden te su
postignuti vrlo mali parazitni pomaci geometrijskog srediSta mehanizma (manje od 2 um kod

kuta rotacije od £10°).

Zelenika 1 ostali 2009. godine [Zelenika et al., 2009] provode nelinearnu parametarsku
optimizaciju oblika podatljivih zglobova koji su u ¢estoj uporabi kod mikrosustava i uredaja
za precizno pozicioniranje. Usporedeni su parametri unaprijed definiranih 1 proizvoljnih

oblika i to njihova: podatljivost, ¢vrstoca, faktor koncentracije naprezanja i parazitni pomaci.
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Izracunate su 1 poprecna 1 aksijalna podatljivost te faktori koncentracije naprezanja. Autori
pokazuju da relativne dimenzije proizvoljnih oblika nemaju utjecaja na dobiveno rjeSenje.
Kod predefiniranih oblika, varijacija relativnih dimenzija uzrokuje promjenu oblika. Nadalje,
pokazuju da su proizvoljni oblici po rezultatima ¢vrstoée 1 podatljivosti ekvivalentni lisnatim
oprugama s pravokutnim poprec¢nim presjekom. Za sve promatrane slucajeve pokazuje se da
su poboljSanja u vidu ¢vrsto¢e 1 podatljivosti obrnuto proporcionalna veli¢ini parazitnog
pomaka zgloba. Analiza poprec¢nih i aksijalnih podatljivosti 1 faktora koncentracije naprezanja
optimiziranih oblika pokazuju da oblici koji imaju najveéu podatljivost u smjeru glavnog
stupnja slobode gibanja, imaju vecu koncentraciju naprezanja po pravcima ostalih stupnjeva
slobode gibanja. Neki od analiziranih oblika zareza kratkog zgloba daju bolje rezultate od
tradicionalnih oblika zareza, odnosno rezultiraju manjim naprezanjima, manjim parazitnim
pomacima u smjeru glavnog stupnja slobode gibanja i manjom koncentracijom naprezanja po
pravcima ostalih stupnjeva slobode gibanja. Zakljuuju da optimizacija oblika zareza kratkog
zgloba uvelike poboljSava performanse kratkog zgloba i treba biti uklju¢ena u standardnu

proceduru konstrukcije mehanizama koji se temelje na takvim podatljivim elementima.

Teo 1 ostali 2010. godine predstavljaju pak tzv. polu—analiticki model za aproksimaciju
velikih nelinearnih progiba bilo koje konfiguracije podatljivih vitkih Stapova vezanih ¢vrstom
vezom [Teo et al., 2010]. Usvajanjem dva vazna faktora prilikom odabira pristupa koji se
koristi za opisivanje rotacijske krutosti podatljivog zgloba, osigurava se to¢nost i robusnost
modela. Prvi faktor nezeljeni je parazitni pomak zgloba u podrucju velikih progiba, dok drugi
faktor predstavlja promjenu rotacijske krutosti zgloba uzrokovanu promjenom polozaja
ekvivalentne opruge. Postavljen je empirijski izraz kojim se odreduje polozaj ekvivalentne
opruge. Usporedbom s prije obradenim teoretskim modelima, pokazuju da izvedeni
polu—analiticki model moZe tocno predvidjeti oba faktora. Nekoliko godina kasnije Teo i
ostali pokazuju alternativni pristup konstruiranja podatljivih paralelnih mehanizama (engl.
flexure—based parallel mechanism — FPM) [Teo et al., 2013]. Pristup opisan u tome radu
ukljucuje metodologiju konstruiranja koja objedinjuje klasicnu kinematiku s modernim
geometrijskim optimizacijskim metodama. Metoda se primjenjuje za sintetiziranje i
optimizaciju zgloba na temelju Zeljenih karakteristika krutosti. Kod projektiranja su, na

temelju Zeljene dinamike, optimizirane i pokretne mase i krutosti cijelog mehanizma.

U ovom je dijelu rada dan Sirok pregled stanja tehnike na polju podatljivih mehanizama, a
posebice rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama. To stvara

preduvjete da se u nastavku rada izvrSi analiza metoda proratuna ovdje analiziranih
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mehanizama te tako pristupi kritickoj analizi konstrukcijskih parametara koji utjecu na

njihovo ponasanje.
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3 Matematicka formulacija simetricnog
rotacijskog podatljivog mehanizma s

lisnatim oprugama

Nakon §to je u dosada$njim razmatranjima pojasnjena osnovna terminologija i dan osvrt na
stanje tehnike u podrudju istrazivanja, u ovoj ¢e cjelini biti opisana matemati¢ka formulacija
simetri¢nog rotacijskog podatljivog mehanizma optere¢enog momentom u podrucju velikih
deformacija, odnosno velikih kutova rotacije rotacijskog podatljivog mehanizma, razvijena u

okviru doktorske disertacije.
Prije prelaska na analiticki izracun potrebno je pojasniti sljedece:

= koncept linearnih i1 nelinearnih progiba,

» koncept krutosti i podatljivosti.

3.1 Koncept linearnih i nelinearnih progiba

Analiziranjem progiba vitke konzolne grede braca Jacob i John Bernoulli izvode prvi oblik
jednadzbe elasti¢ne linije koja definira ovisnost progiba o momentu savijanja, ali u njthovom
izrazu konstanta proporcionalnosti nije bila dobro procijenjena. Kasnije, na prijedlog D.
Bernoullia, sina Johna Bernoullia, L. Euler je preoblikovao diferencijalnu jednadZbu elasti¢ne
linije. Time je definiran Bernoulli — Eulerov zakon koji glasi da je moment savijanja M u bilo

kojoj tocki (x, y) elasti¢ne linije obrnuto proporcionalan polumjeru zakrivljenosti » konzolne
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grede u danoj tocki uzrokovanom djelovanjem opterecenja na gredu (Slika 3.1) [Fertis, 2006].

Fx

% &S
X
Slika 3.1 Vitka konzolna greda optere¢ena popre¢nom silom
Iz navedene definicije proizlazi izraz [Fertis, 2006]
1__ M _ do (3.1)
r  E(s)I(s) ds

gdje je E(s) Youngov modul elasti¢nosti promjenjiv po duljini elasti¢ne linije, /(s) aksijalni
moment inercije promjenjiv po duljini elasti¢ne linije, s duljina elasticne linije mjerena od
slobodnog kraja konzolne grede, a @ je kut tangente na elasti¢nu liniju prema osi x. Izraz za

zakrivljenost u pravokutnom koordinatnom sustavu poprima oblik

dzy
2
T a? (3.2)

3
22
{H(dyj ]
dx
Uvrstavanjem izraza (3.2) u (3.1) dobiva se [Fertis, 2006]
d’y

L (3.3)

Es)I(s) 3
Mdy”
dx

Sto rezultira nelinearnom diferencijalnom jednadZbom drugog reda.
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U vedini inzenjerskih primjena pretpostavlja se da je materijal konzolne grede elasti¢an, da je
naprezanje linearno ovisno o deformaciji, te da poprecni presjeci greda i u deformiranom
poloZaju ostaju okomiti na neutralnu os grede (pretpostavlja se da nema smicanja). Daljnja
pojednostavljenja pretpostavljaju da je ovisnost momenta savijanja o progibu linearna, a
uvodenje linearne ovisnosti pretpostavlja zanemarivanje male vrijednosti kvadrata nagiba
tangente na elasti¢nu liniju, (dx/dy)’. Pristup je opravdan u slu¢aju kada je progib mali u
odnosu na duljinu konzolne grede 1 kada su naprezanja ispod granice elasticnosti. Takoder,
modul elasti¢nosti 1 moment inercije naj¢eSce imaju konstantnu vrijednost po duljini grede, pa
se moze pisati izraz koji vrijedi za male progibe [Brni¢, 1991]
M d’y

M__dy 34
EI  dx? (3-4)

Rjesavanjem diferencijalne jednadzbe (3.4) dobivaju se izrazi za progib u ovisnosti o

opterecenju, na slobodnom kraju konzolne grede [Brni¢, 1991]

F.L
=X 3.5
3EI (3:5)
za konzolnu gredu optere¢enu poprecnom silom na slobodnom kraju, te [Brni¢, 1991]
2
0= ME (3.6)
2EI

za konzolnu gredu optere¢enu momentom savijanja na slobodnom kraju.

U nekim se slucajevima pojavljuju strukturne nelinearnosti, $to iziskuje nelinearnu analizu, a

te nelinearnosti mogu se podijeliti u dvije kategorije [Howell, 2001]:

* Nelinearnosti materijala — slucajevi kada se Hookov zakon ne moze primijeniti, a
uklju¢uju slucajeve u kojima se javlja plasticnost, nelinearna elasti¢nost,
hiperelasti¢nost ili puzanje materijala.

* Geometrijske nelinearnosti — uzrokovane su velikim progibima koji mijenjaju prirodu
problema a $§to, uz slucajeve velikih progiba, ukljuuje i1 povecanje krutosti
uzrokovano naprezanjem i velike deformacije. Nelinearnosti uzrokovane velikim
deformacijama moraju se uzeti u obzir ako su dovele do znaCajne promjene
geometrije. Povecanje krutosti uzrokovano naprezanjem javlja se kada je krutost
strukture ovisna o progibu. Jedan od primjera ovisnosti krutosti strukture o progibu je

antiklasticni efekt. Naime, kod grednih elemenata s porastom optere¢enja raste
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antiklasticna (poprec¢na) zakrivljenost. Kako bi se utvrdila pojava antiklasti¢ne

zakrivljenost potrebno je izvrSiti kontrolu vrijednosti

bZ

tr

(3.7)

gdje je b Sirina, a ¢t debljina popre¢nog presjeka grede [Ashwell, 1950]. S porastom
vrijednosti 5*/(#) dolazi do poveéanja krutosti u popre¢nom smjeru pa se u proraéunu

umjesto modula elasti¢nosti £, mora koristiti modificirani modul [Ashwell, 1950]

E

1-v?

(3.8)

U izrazu (3.8), v je Poissonov koeficijent. Za metale Poissonov koeficijent v iznosi
cca. 0,3 pa se uvrStavanjem u izraz (3.8) dobiva da najveée odstupanje modula
elasti¢nosti za takve materijale iznosi cca. 10%. Na Slici 3.2 prikazana je pojava
antiklastickog efekta kod grednih elemenata. O antiklasticnom efektu bit ¢e vise rijeci
u nastavku rada kada ¢e se utjecaj toga efekta uzeti u razmatranje pri numerickoj

analizi metodom kona¢nih elemenata.

el

Antiklastiéni efekt

Slika 3.2  Prikaz pojave antiklasticnog efekta kod grednog elementa

Geometrijske nelinearnosti ¢este su kod podatljivih mehanizama, a uzrokovane su velikim

progibima podatljivih elemenata.

3.2 Koncept krutosti i podatljivosti

Krutost se definira kao otpornost tijela prema deformiranju. Na promjenu krutosti strukture

moze utjecati promjena naprezanja i vanjska sila [Howell, 2001].

Poveéanje krutosti uzrokovano naprezanjem javlja se kad se krutost strukture mijenja
promjenom njenog progiba. S obzirom da krutost strukture mora biti poznata prije izraCuna

progiba, a u navedenom sluc¢aju je, da bi se izracunala krutost, potrebno znati progib, problem
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je nelinearan. Primjer povecanja krutosti zbog naprezanja je horizontalna greda uklijeStena na
oba kraja 1 opterecena poprecnom silom na sredini kako je prikazano na Slici 3.3. U ovom
slu¢aju, porastom sile raste i vertikalni progib, ali rastom progiba dolazi do produljenja grede
Sto uzrokuje povecanje uzduzne sile u gredi. Naprezanje uzrokovano uzduznom deformacijom
grede izaziva povecanje krutosti grede. Kako krutost ovisi o progibu, potrebno je provesti

nelinearnu analizu a to zahtijeva iterativohu metodu rjeSavanja [Howell, 2001].

X Iy

Slika 3.3 Horizontalna greda uklijeStena na oba kraja opterec¢ena popre¢nom silom na

sredini

Na Slici 3.4a prikazana je pak konzolna greda optere¢ena na slobodnom kraju popre¢nom
silom Fy pa je progib njene rubne tocke definiran izrazom (3.5). Ako na slobodnom kraju
konzole, kako je prikazano na Slici 3.4.b, djeluju istovremeno velika uzduZzna vlacna sila Fx 1
poprecna sila Fy, djelovanje sile Fy uzrokuje progib slobodnog kraja dok djelovanje uzduzne
vlacna sile Fx poveéava otpor porastu progiba. Progib je manji nego kad ne djeluje sila Fx jer

je doslo do tzv. povecanja krutosti zbog djelovanja uzduzne vlacne sile.

F, Fy
ry Fy Y Fy
—————— ———— ————
X
Y
7777 Vs Vs
a) b) 9)

Slika 3.4  Vitki Stap opterecen poprecnom silom (a), optere¢en popre¢nom i uzduznom

vla¢nom silom (b), te optere¢en popre¢nom i uzduznom tlacnom silom (c)

Ako bi na konzolnu gredu, uz poprecnu, djelovala i velika tlacna sila (Slika 3.4c), progib

izazvan popre¢nom silom Fy postaje krak uzduzZne sile Fy 1 uzrokuje moment koji dodatno
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povecava progib konzolne grede. U sluCaju prikazanom na Slici 3.4c se, dakle, zbog
djelovanja uzduzne tlacne sile i poprecne sile, krutost konzolne grede smanjila. U tom se
slucaju podatljivost, jer je obrnuto proporcionalna krutosti strukture i definirana kao sklonost

tijela prema deformiranju, povecala [Howell, 2001].

3.3 Elastica metoda

U okviru ove doktorske disertacije razvijen je analiticki model za rjeSavanje rotacijskog
podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama optere¢enog momentom i to u podrucju velikih

deformacija. Analizirani rotacijski podatljivi mehanizam prikazan je na Slici 3.5.

Slika 3.5 Geometrijske karakteristike rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim

oprugama

Uzet je u obzir mehanizam kod kojeg su lisnate opruge A,B, i A,B, simetricne u odnosu na
vertikalnu srediSnju liniju 1 mimoilaze se na sredini aktivnih duljina L, pri ¢emu su iste
debljine ¢, Sirine b, iz istog su materijala i oba su im kraja kruto spojena (uklijestena) za kruta
tijela A 1 B. Problem se moze promatrati kao dvodimenzijski pa se iz tog razloga Cesto u

literaturi navodi da se lisnate opruge sijeku iako se u stvarnosti mimoilaze. Lisnate opruge su
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nagnute pod kutom a u odnosu na vertikalnu os.

Tijelo B ima ogranicene sve stupnjeve slobode gibanja, dok tijelo A moze rotirati u ravnini xy

u kojoj lezi rotacijski podatljivi mehanizam. Zbog djelovanja optereenja, kruto tijelo A se

zakrece u odnosu na ravnotezni polozaj A;A, unovipolozaj A,'A,' pa vrijedi

Z(AA;,AAY)=9 (3.9)

A VAT

P B, B B,
AN P
N~ \ !
\\ \\ .
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Slika 3.6 Pomak krutog tijela A u polozaj A'

Svaka se opruga, koja je sastavnica podatljivog zgloba, promatra zasebno tj. kao vitka
konzolna greda koja je na svom slobodnom kraju optere¢ena momentom i1 kosom silom. U
ovom su slucaju spomenuti moment i kosa sila u stvari reakcije u ukljeStenjima, a posljedica
su djelovanja ukupnog opterec¢enja na podatljivi zglob. Ako se na Slici 3.6 promatra lisnata
opruga 1 ¢ije su rubne tocke A; 1 By, vidljivo je da se ona moze promatrati kao konzolna
greda uklijestena u tocki B, €iji slobodni kraj A; pod djelovanjem sile P i momenta M, iz

pocetnog polozaja dolazi u polozaj A;'.

Definiranje analiticCkog modela predvidanja ponasanja rotacijskog podatljivog mehanizma
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prikazanog na Slici 3.6 iziskuje rjeSavanje toCne diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije
lisnate opruge. Za rjeSavanje tocne diferencijalne jednadZbe na polju geometrijskih
nelinearnosti odabran je u drugom poglavlju spomenuti pristup Elastica metode koju su
definirali Timoshenko i Gere [Timoshenko, Gere 1961] uz poopéenja koja su uveli De Bona i
Zelenika, a odnose se na slucajeve kada je vitka gredna konzola na svom slobodnom kraju
optereena kosom silom i momentom, a smjer koordinatnih osi odreden je smjerom

djelovanja kose sile [De Bona, Zelenika, 1997].

3.3.1 RjeSavanje jednadZzbe elasti¢ne linije

U nastavku je opisana procedura izraCuna elasticne linije koju je, za slucaj vitkoga Stapa
uklijeStenoga na jednom kraju, a na slobodnom kraju optere¢enog aksijalnom silom F ¢ija
vrijednost malo prelazi kriti¢nu vrijednost (vrijednost koja dovodi do izvijanja vitkog Stapa) te
koja ulazi u podru¢je velikih deformacija, definirao Timoshenko [Timoshenko, Gere 1961].

Postavka problema prikazana je na Slici 3.7.

Slika 3.7 Vitki uklijesteni Stap optereéen aksijalnom silom F ¢ija je vrijednost malo veéa od

kriti¢ne vrijednosti koja dovodi do izvijanja (prema [ Timoshenko, Gere 1961])

Tocna diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije u navedenom slucaju ima oblik
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AHEQZJW (3.10)
ds

Duljina kruznog luka s mjeri se od slobodnog kraja Stapa.

Diferenciranjem (3.10) uz dy/ds = siné dobiva se

2
Eljs—§=—Fsint9 (3.11)

Timoshenko uocava da je izraz (3.11) analogan diferencijalnoj jednadzbi koja definira
fizikalno njihalo.
Mnozenjem izraza (3.11) s d6, integracijom te uzimajuci u obzir rubni uvjet pri kojem je na

slobodnom kraju 8 = £, dobiva se

2
EI(d6O
—| — | =—F(cosf—cos 3.12
5 ( dsj ( B) (3.12)
Uvodenjem supstitucije
F
Cc? = 3.13
7 (3.13)
dobiva se
doy
(—j =2C?(cos@—cos j) (3.14)
ds
ds = ! de (3.15)
c\2 \Jcos@ —cos B
Duljina lisnate opruge moze se izraziti jednadzbom [Timoshenko, Gere 1961]
L
L:jm (3.16)

0

UvrStavanjem izraza (3.15) u (3.16), a vode¢i raCuna o granicama integracije, odnosno da

kada se duljina luka s mijenja od 0 do L, kut € se mijenja od 0 do S, dobiva se

B
1 dé
L= 3.17
Cx/z'([\/cosﬁ—cos,[)’ G.17)
B

LZE% do (3.18)

0 \/sinz ﬁ—sinz 0

2 2
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Uvode se nove varijable £ 1 ¢ [Timoshenko, Gere 1961] tako da vrijedi
k =sin s (3.19)
2
.0 :
sin 3" ksin g (3.20)

A uvrstavanjem izraza (3.19) u (3.20) dobiva se

.0 . p.
sin — = sin—sin 3.21
5 5 Sing (3.21)
Deriviranjem izraza (3.21) proizlazi
dg = 2kcospdp (3.22)
cos —
2

Primjenom Pitagorinog trigonometrijskog identiteta i uvrStavanjem jednadzbe (3.20) u (3.22)
dobiva se

dg:M (3.23)

J1—k?sin? ¢
Uvrstavanjem jednadzbi (3.19), (3.20) i (3.23) u (3.18), a vodeéi racuna o granicama

integracije (kada se kut # mijenja izmedu 0 1 £, sing se mijenja izmedu 01 1, a ¢ od 0 do ©/2),

dobiva se
12 4
L=—[—2— (3.24)
C 0

U izrazu (3.24) pojavljuje se nepotpuni elipti¢ni integral prve vrste F (k,¢) s modulom £ i

amplitudom ¢ koji ima oblik [Timoshenko, Gere 1961]

F(k,p)= __do (3.25)

U izrazu (3.25) ¢ 1 ¢ su granice integracije, a ve¢ je spomenuto da ¢ varira od 0 do /2, pa

izraz (3.25) poprima oblik

3
F(k)=] __d (3.26)
0
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F (k) se naziva potpuni elipti¢ni integral prve vrste s granicama integracije 0 i ©/2 i modulom

k [Timoshenko, Gere 1961]. O nacinu rjeSavanju elipti¢nih integrala prve vrste bit ¢e rijeci u

nastavku rada. Sada se izraz (3.24) moze pisati u obliku
L=—F (k) (3.27)

Na osnovu izraza

dy =sin 0ds (3.28)
definira se pomak slobodnog kraja vitkog Stapa u horizontalnom smjeru.

Primjenom trigonometrijskih identiteta, te izraza (3.19), (3.20) i (3.21) dobiva se
[Timoshenko, Gere 1961]

sind = ZSing‘/l—sinzg = 2ksingr/1-k*sin’ ¢ (3.29)

Uvrstavanjem izraza (3.24) i (3.29) u izraz (3.28) dobiva se progib slobodnog kraja vitkog
Stapa [Timoshenko, Gere 1961]

2
5=2k [sinpdg (3.30)
C 0

Integracijom izraza (3.30), uzimajuci u obzir granice integracije, vrijedi

5:—%(cos£—cos0)zﬁ (3.31)
C 2 C

3.3.2 Analiti¢ki model rjeSavanja rotacijskog podatljivog mehanizma s

lisnatim oprugama

De Bona i Zelenika [De Bona, Zelenika, 1997] prosirili su Timoshenkovu metodu i rijesili
op¢i slucaj kada je uklijesteni vitki Stap s poc¢etnom zakrivljenos¢u na svom slobodnom kraju
optereen kosom silom i momentom i upravo je taj pristup temelj na kojem je u ovoj
disertaciji razvijen analiticki model rjeSavanja rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim

oprugama.

Simetrala kuta rotacije § rotacijskog podatljivog mehanizma prikazanog na Slici 3.5,

definiranog izrazom (3.9) je, u slucaju mehanizma optereCenog samo momentom M, os

simetri¢nosti cijelog sustava [Haringx, 1949]. Takoder, opruge AB, 1 A,B, su, kako je
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vidljivo na Slici 3.6, simetri¢ne u odnosu na vertikalnu sredi$nju liniju mehanizma 1 sijeku se
na sredini duljina L te, kako je ve¢ istaknuto, imaju istu debljinu ¢, Sirinu b, iz istog su
materijala i spregnute su izmedu krutih tijela A i B. Navedene simetri¢nosti pojednostavljuju
odredivanje reakcija u ukljestenjima. Moze se pokazati da su u navedenom slucaju reakcijske
sile P jednakog intenziteta 1 djeluju paralelno s osi simetrije, a reakcijski momenti koji djeluju
u simetri¢nim tockama su jednaki [Haringx, 1949]. Iz Slike 3.6 vidljivo je tako da u tockama
A1'1 B, djeluju reakcijski momenti My, a u tockama A,' i B; momenti M.

Na Slici 3.8 prikazan je rotacijski podatljivi mehanizam u zakrenutom poloZaju, a za

analiticku definiciju ponasanja mehanizma promatra se posebno vitka konzolna greda A'|B,
opterecena na svom slobodnom kraju kosom silom P i momentom M. Ishodiste koordinatnog

sustava smjeSteno je na slobodnom kraju konzolne grede A,'B, 1 nalazi se u tocki A; kada je

rotacijski mehanizam u neoptere¢enom polozaju, a u tocki A,' kada je mehanizam optere¢en
momentom M. Os x, prema preporuci u referenci [De Bona, Zelenika, 1997], ima smjer i

orijentaciju kao 1 sila P.

0y

Slika 3.8 Karakteristicni parametri rotacijskog podatljivog mehanizma
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Diferencijalna jednadzba elasticne linije (3.1) s konstantnim modulom elasti¢nosti £ i

konstantnim momentom inercije / je [Fertis, 2006]
M do

== =7 3.32
ElI ds ( )

1
r

Duljina kruznog luka s mjeri se od slobodnog kraja elasti¢ne linije.

Preglednosti radi, na Slici 3.9 prikazana je samo lisnata opruga A,B,, koja je dio rotacijskog

podatljivog mehanizma prikazanog na Slici 3.8.

Slika 3.9 Lisnata opruga A,B, u deformiranom polozaju

Na elasti¢noj liniji u proizvoljnoj tocki D s koordinatama (xp, yp) vrijedi jednadzba ravnoteze
momenata

My =—M,+ Py (3.33)

Uvrstavanjem izraza (3.33) u jednadzbu elasti¢ne linije (3.32) dobiva se
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Eli—a =M, - Py (3.34)
S

Analogno prethodno uc¢injenom (izraz 3.11), deriviranjem izraza (3.34) po s proizlazi sada

d’o dy
El—=-P— 3.35
ds’ ds (5.33)
a uvrstavanjem (3.28) u (3.35) dobiva se
2
EI d ? =—Psind (3.36)
ds

Nakon dijeljenja izraza (3.36) s EI i mnozenja s d6 proizlazi

d(%j%:—isinedﬁ (3.37)
ds ) ds El

a nakon integracije izraz (3.37) poprima oblik

2
%(l—ej =C?cos0+C, (3.38)

gdje je C pomo¢ni faktor i1 iznosi

P
C="1- 3.39
I (3.39)

Konstanta integracije C; izracunava se rjeSavanjem izraza (3.34) i (3.38) uzimajuéi u obzir
rubni uvjet u tocki A;'(0, 0) (slobodni kraj lisnate opruge) gdje vrijedi

(3.40)

Kut 6, je kut tangente elasti¢ne linije prema osi x u tocki A;'".
Uvrstavanjem rubnih uvjeta (3.40) u izraz (3.34) dobiva se

M, _do (3.41)
El ds

a uvrStavanjem u (3.38) dobiva se

2
1({M, 2
=—| —| —C*cosb, 3.42
! 2(Elj 0 ( )

Izraz (3.38) poprima onda oblik
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2 2
[%J =2C? {cos 0 —cos6, +2LC2(%J ] (3.43)

Usporedbom izraza (3.43) s izrazom (3.12) uoCava se analogija pa se moze uvesti supstitucija

2
cos & =cos b, —%[%) (3.44)

Uocava se da ¢ ovisi o kutu 6, kose sile P prema tangenti na elasti¢nu liniju na slobodnom

kraju lisnate opruge, o momentu M, ali, budu¢i da vrijedi (3.39), 1 o sili P.

U slucaju kada je M, = 0 kut 8 poprima vrijednost 0 1 problem postaje identi¢an onome cije

je rjeSenje dao Timoshenko, odnosno tada je 6, = «.

Uvrstavanjem izraza (3.44) u izraz (3.43) dobiva se

2
(%j =2C?[cosf—cos ] (3.45)

Sredivanjem izraza (3.45) po ds i uzimajuéi u obzir izraz za kosinus dvostrukog kuta dobiva
se

ds = do (3.46)

c\2 \/ 5
COS

E . 9¢&
—cos® = +sin* =
2 2

d
ds = 0 (3.47)
C\/_ 2 0 . 2 &
1-sin? sin? = —1+sin? +sm —
2 2 2
1
ds— L do (3.49)
2C \/ . , 0
sin sin” —
2
Prema Timoshenku, uvode se supstitucije
k =sin % (3.49)
2
.0
sin —
sing = —2 (3.50)
k
Deriviranjem izraza (3.50) dobiva se
1 0
Ecos;d@zkcosqu(p (3.51)
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pa, primjenom Pitagorinog trigonometrijskog identiteta i izraza (3.50) proizlazi

6 2de

= (3.52)
kcosg \/l—k2 sin” @
U izraz (3.48) uvrstavaju se supstitucije (3.49) 1 (3.50) te se dobiva
_ 1 _do (3.53)
2C kcose

Iz Slike 3.9 uocava se da, ako duljina kruznog luka s poprima vrijednosti od 0 do L, granice
integracije su kutovi tangenti na elasti¢nu liniju prema osi x u rubnim tockama 6, 1 0y, pa se

moze pisati

i 1 ¢ de
L:jds=—j (3.54)
5 2C 5 kcosp
Iz Slike 3.8 uocava se da vrijedi
0, :%(n+2a+19) (3.55)
0, =%(n+2a—9) (3.56)
Uzimaju¢i u obzir jednadzbu (3.52), izraz (3.54) poprima oblik
L
1 de
L=|ds=— | ————— (3.57)
!)‘ C o N1— k? sin? o

gdje su ¢g 1 ¢r granice integracije. Gornja granica integracije ¢o izratunava se uvrStavanjem
izraza (3.55) u izraz (3.50), dok se donja granica ¢ integracije izraunava uvrStavanjem

izraza (3.56). Dobiva se tako

@, = arcsin (% sin Mj (3.58)
te
@, = arcsin (% sin %] (3.59)

Uocava se da odredivanje duljine lisnate opruge (3.57) zahtijeva rjeSavanje nepotpunih

elipticnih integrala prve vrste definiranih izrazom (3.25) s amplitudama ¢y ili ¢ 1 modulom &
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pa se moze pisati

1 Do
L=—F(k,p) | (3.60)
C
23
Nadalje, potrebno je definirati polozaj tocke B; (ukljestenje lisnate opruge) u koordinatnom
sustavu xy. PolaziSte odredivanja ordinate tocke B; (xgi, ysi) je jednadzba (3.28), a

uvrStavanjem izraza (3.29) 1 (3.57) dobiva se

dy = 2k sin /1 - k% sin? @ do =2k inpdg (3.61)
Cy\1-k*sin’ ¢ C

Integracijom izraza (3.61), a uzimajuci u obzir da kada kut ¢ poprima vrijednosti izmedu ¢y 1

oL , ordinata tocke B, poprima vrijednosti od 0 do yg;, izraz poprima oblik

VeI 2k ? '
Vg1 = ‘([ dy = r j sin pd @ (3.62)
P
Dobiva se
2k
VB Z_F(COS% —cos gy ) (3.63)

Analogno, definiranje apscise tocke B; pocinje jednadzbom
dx = cosfds (3.64)

Temeljem trigonometrijskog identiteta da je

cosf = coszQ—SiHZQ (3.65)
2 2
izraz (3.64) poprima oblik
. 20
dx=(l—2s1n Ejds (3.606)
pa, uvrstavanjem izraza (3.50) 1 (3.57), oblik
dr = (1-247 sin” p) do (3.67)
C\1-k*sin” ¢
do 2k? sin? pd g

dx

(3.68)

Cy1-K>sin2p  Cy1-Ksin’ o
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2(1-k?sin’ ¢ )de
dx = do R ( ) (3.69)
C\/l—k2 sin® @ C\/l—k2 sin® @ C\/l—k2 sin” ¢

Uvrstavanjem (3.57) dobiva se

dx:ds—2ds+%«/l—k2 sin® ¢ do (3.70)
dx:%\/l—kz sin” @ dp—ds (3.71)
Integracijom izraza (3.71) dobiva se

P
Xg, =%j\/1—k2 sin’ @ dp—L (3.72)
2%

U izrazu (3.72) pojavljuje se tzv. nepotpuni elipti¢ni integral druge vrste E(k, ) s modulom k

1 amplitudama ¢y ili ¢ oblika
(2]
E(k,p)= J‘«/l—kz sin ¢ dg (3.73)
?

pa se izraz (3.72) moze pisati u obliku

2 P
Xp :EE(k,go) | -L (3.74)

P
O nacinu rjeSavanju eliptinih integrala druge vrste bit ¢e rijeci u nastavku rada.

Ako su granice integracije ¢; = 0 1 ¢, = /2, izraz (3.73) moze se pisati u obliku

J1-k%sin’ p dg (3.75)

E(k)=

O =y | 3

1 naziva se potpunim elipti¢nim integralom druge vrste s modulom k.

Koordinate tocke B; mogu se izraziti i u normaliziranom obliku, a dobivaju se dijeljenjem

jednadzbi (3.63) 1 (3.74) s duljinom lisnate opruge L

JVB1 2k

= =———(cos@, —cos 3.76

7 LC( Py —cos ;) (3.76)
xB] 2 ¢0
—=—F|k, -1 3.77
L LC ( (p),,,'L ( )
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pa uzimajuci u obzir (3.60) izrazi se mogu pisati u obliku

ylzl =— k . (cosg, —cos g, ) (3.78)
F(k,p) |
P
Po
N 2E(k,9) |
% =1 (3.79)
F(k,p) |

P

Sada je moguce postaviti izraze za odredivanje koordinata tocke D (xp, yp) tako de se u
izrazima (3.63) 1 (3.74) promijeni donja granica integracije ¢r s granicom integracije koja se
dobije kada se u izraz (3.50) uvrsti vrijednost kuta tangente na elasti¢nu liniju u toc¢ki D
prema osi x, fp. Promjenom donje granice integracije u izrazima (3.63) i (3.74) odreden je

polozaja tocke D u ravnini xy:

2 P
xp=—E(k,p) | -L (3.80)
C Pp
2k
Vb =—F(cos¢0—cos¢D) (3.81)

Koordinate tocke D mogu se izraziti u normaliziranom obliku dijeljenjem jednadzbi (3.80) 1
(3.81) s duljinom kruznog luka elasti¢ne linije u tocki D mjerene od slobodnog kraja lisnate

opruge, pa se analogno postupku provedenom pri normalizaciji koordinata tocke B, dobiva

Vb 2k

T:——%(cosgoo—cosgol)) (3.82)
F(k,p) |
Pp
Do
L 2E(ke)]
—D:—(Z’D—l (3.83)
F(k,p) |

Pp

Kako bi se jednostavnije odredio pomak slobodnog kraja e (ili skracenje) u smjeru osi a 1
progib ¢ lisnate opruge (cf. Sliku 3.9), potrebno je postaviti novi koordinatni sustav s
ishodistem u ukljeStenju lisnate opruge, u tocki B;. Iz Slike 3.9 vidljivo je da je apscisa f
novog koordinatnog sustava okomita na pocetni polozaj opruge, a na osi ordinate a lezi
lisnata opruga u neoptere¢cenom polozaju. Progib lisnate opruge 6 i pomak e definirani su

koordinatama tocke A;' u koordinatnom sustavu fa.
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Prema Slici 3.9 za prijelaz iz koordinatnog sustava xy u sustav fa vrijedi
O = far =Yg COSP—Xp, sin g (3.84)
e=L—ay. =L—(xg cosp+ yy, sing) (3.85)

Kut ¢ je, prema Slici 3.9, kut apscise f prema apscisi x 1 iznosi

¢=a_§ (3.86)

Progib i skracenje lisnate opruge izrazeni u normaliziranom obliku glase

0 YB1 *B1
— =281 ~—2131in 3.87
COS¢ S1 ¢ ( )
e X y .
—=1- ZBL COS¢-|-—B1 Sll’1¢ 3.88

Prema Slici 3.9 odreduje se polozaj tocke D (fp, ap) u koordinatnom sustavu fa, pa vrijedi

ap = cos ¢ (xg, —xp ) +sing(yg, — yp) (3.90)

Prilikom izrauna rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama poznat je kut
rotacije mehanizma 9, dok je u izrazima (3.58) 1 (3.59) koji definiraju granice integracije ¢ i
@1 modul elipti¢nih integrala k£ nepoznata veli€ina i treba ga izraCunati iterativnim postupkom.

Izraz koji omogucuje izratun modula £, proizlazi i geometrijske relacije (cf. Sliku 3.9)

|x31|: Lsinacosg‘ (3.91)
Obzirom da prema Slici 3.9 uvijek vrijedi
xg; <0
3.92
Lsina cos g >0 (3:52)
2
iz izraza (3.91) mogu se ukloniti znakovi apsolutnih vrijednosti na sljede¢i nacin
. 9
—Xpg; :Lsmacosa (3.93)

Uvrstavanjem izraza (3.74) dobiva se
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2 ” g
—| =E(k,p) | —L |=Lsinacos— (3.94)
C ” 2
P
—EE(k,go) | :L(sinacosﬁ—lj (3.95)
C ” 2

pa uvrstavanjem (3.60) proizlazi

—EE(k,go) i :lF(k,go)T (sinacosﬁ—lj (3.96)
C C 2

P (3

Nakon sredivanja izraza (3.96) dobiva se

—("Lzl(l—sinacosgj (3.97)
2 2

Dobiven je izraz pomocu kojeg se iterativnim postupkom moze izraCunati modul £.

S obzirom da su elipti¢ni integrali dani izrazima (3.25) i (3.73) definirani samo za slucajeve

kada je |k|£1 [Haringx, 1949], potrebno je provjeriti koje sve vrijednosti modul £ moZze

poprimiti. KoriStenjem trigonometrijskog identiteta danog izrazom (3.65) dobiva se
cosgzl—2sin2§ (3.98)

pa uvrstavanjem izraza (3.44) i (3.49) u (3.98) proizlazi

2
M
cos ), —%(E—Ioj =1-2k* (3.99)

Sredivanjem izraza po k vrijedi

(3.100)

Iz izraza (3.100) zakljuCuje se da je modul k£ uvijek realan pozitivan broj, ali da moze

poprimiti vrijednosti £ >1 kada vrijedi uvjet

2
1 (M,
——| —| —cosé, >1 3.101
2C2(Elj 0 (3.101)
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Stoga je, za slucajeve kada je |k| >1, potrebno uvesti supstitucije predlozene u radu [Van

Wijngaarden, 1949], odnosno uvesti daljnje pomoéne varijable k i ¢

.1
K=— 3.102
p ( )
ksing=sing (3.103)

Granice integracije se u tom slu¢aju dobivaju modificiranjem izraza (3.58) 1 (3.59) te iznose

@, = arcsin (k*z sin WJ (3.104)
(pL* = arcsin (k*z sin wj (3.105)

Uvodenjem supstitucija (3.102) i1 (3.103) u izraze za nepotpune elipti¢ne integrale definirane
izrazima (3.25) 1 (3.73) moguce je dobiti izraze za izraCun nepotpunih elipti¢nih integrala

F(k,p;) 1 E(k,@,) ovisne o varijablama k" i¢; [De Bona, Zelenika, 1997]

E(ka(ﬂi)=%E(k*,¢i*)—l_k/f*z F(k9") (3.106)

F(k,goi):k*F(k*,(oi*) (3.107)

Izraz (3.97), uzimaju¢i u obzir (3.106) i (3.107), poprima oblik

)]

P

— 1——(/)'*; =%(1+sinacos§j (3.108)

Modul k (odnosno k) pronalazi se iterativnim postupkom koriste¢i uvjete (3.97) i (3.108).

U konstrukcijskoj se praksi elipticni integrali najc¢eSce primjenjuju za rjeSavanje kontaktnih
problema (lezajevi, zupc€anici, kinematicki oslonci 1 dr.) [Harris, Kotzalas, 2006]. Obzirom da
je, zbog iterativnih postupaka rjeSavanja gornjih izraza elipticne integrale potrebno viSekratno
racunati, preporuca se pak da se za taj izracun koriste neki od odgovarajucih pribliznih
algoritama koji se temelje na interpolacijskim postupcima [De Bona, Zelenika, 1997]. U
referenci [De Bona, Zelenika, 1997] opisani su slucajevi kada se pri rjeSavanju elipticnih

integrala pribliZnim metodama mogu javiti znatnije pogreske (i do 20%). Pokazuje se stoga da
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se nepotpuni elipticni integrali prve vrste mogu to¢no racunati primjenom Landenovih
transformacija (engl. Landen transformation method), a potpuni elipticni integrali prve i
druge vrste primjenom metode aritmeticko—geometrijske sredine (engl. arithmetic—geometric
mean method — AGM). Za izra¢un nepotpunih elipti¢nih integrala druge vrste niti jedna od
pribliznih metoda ne daje zadovoljavajuée rezultate u cijelom rasponu vrijednosti parametara
integracije, pa je kod izracuna tih integrala preporucljivo numericko integriranje [De Bona,

Zelenika, 1997].

Nakon definiranja modula £, iz jednadzbi (3.60) i1 (3.49) mogu se izracunati konstante Ci ¢
koje su potrebne za izracun reakcija u ukljestenjima. Prema izrazu (3.39) se tako izracunava

reakcijska sila u ukljeStenjima koja iznosi
P=CEI (3.109)

Prema Slici 3.9 u ukljestenju A,' vrijede rubni uvjeti s = 0 1 § = 6y, pa se moment M,

izraCunava uvrStavanjem izraza (3.45) u jednadzbu elasti¢ne linije (3.32) iz Cega proizlazi

M
E—;:C\/2(cosﬁo—cosg) (3.110)

Uvrstavanjem (3.109) u (3.110) i sredivanja po M, taj izraz poprima oblik

M, = P\[2(cos 6, —cos &) (3.111)

Analogno navedenome, uzimajuéi u obzir rubne uvjete u tocki By (s = L i § = 6;), dobiva se

moment My koji ¢e biti

M, :P\/2(cos6L—cosg) (3.112)

Sada se moze izraCunati moment M potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije ¢
rotacijskog podatljivog mehanizma. Iz Slike 3.8 vidljivo je da se moze postaviti jednadzba

ravnoteze momenata oko osi simetrije kuta definiranog s (3.9) koja glasi
: .9
M:M0+ML+PLsmasm5 (3.113)

Nakon uvrstavanja (3.111) 1 (3.112) u (3.113) dobiva se

M = P(\/Z(cosﬁo —cos¢) +\/2(cost9L —cos¢) +Lsinasin§] (3.114)

Izracunavanjem momenta M, uz poznati kut rotacije ¥, omogucen je izraCun rotacijske
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krutosti K mehanizma prema izrazu

M
K=— 3.115
9 ( )

Uvrstavanjem izraza (3.109) 1 (3.114) u izraz (3.115) dobiva se jednadzba

© C(\/Z(cos 6, —cos¢) +\/2(c0s 6, —cose) +Lsinasin'9J

El 3.116
EI 9 (3.116)
pa se uz (3.60) dobiva
2 o, ) 0 Lsi .9
KL i P \/ (COS 0-COS€)+\/ (COS L—COS€)+ Sin ¢ sin —
o 3.117
TR 3 (3.117)

gdje je KL/(EI) normalizirana vrijednost rotacijske krutosti, a njome se mogu usporediti
rotacijske krutosti rotacijskih podatljivih mehanizama razli¢itih geometrija 1 materijala

lisnatih opruga.

Najvece naprezanje u mehanizmu javlja se u ukljeStenju lisnate opruge kao posljedica

momenata savijanja te se racuna prema izrazu

L (3.118)
21

gdje je ¢ debljina lisnate opruge [Brni¢, 1991]. U izraz (3.118) uvrStava se ona vrijednost
momenta u ukljeStenju koja ima vecu vrijednost. Prema izrazima (3.111) 1 (3.112)
mjerodavan je moment u tocki u kojoj je kut tangente na elasti¢nu liniju prema osi x najveci

(6o > 61) pa je u slucaju koji je prikazan na Slici 3.8 mjerodavan moment M.

3.4 Parazitni pomaci i stabilnost rotacijskog podatljivog

mehanizma s lisnatim oprugama

Ve¢ je reCeno da je za analizu ponasanja rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim
oprugama od velike vaZznosti odrediti parazitni pomak mehanizma koji je definiran veli¢inom
parazitnog pomaka d i njegovom fazom ¢. Na Slici 3.10 prikazana je tocka O u kojoj se
lisnate opruge sijeku u neoptereCenom polozaju, a koja je geometrijsko srediSte rotacijskog
podatljivog mehanizma. Zakretanjem krutog tijela A za kut 4 dolazi do pomicanja

geometrijskog srediSta iz tocke O u tocku O'. Tocka O' definirana je sjeciStem tangenti na
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elasti¢ne linije lisnatih opruga u toCkama A;' 1 A;'. 1z Slike 3.10 vidljivo je da je tocka O

nepomi¢na u odnosu na fiksno tijelo B. Veliina parazitnog pomaka d definirana je

udaljenoséu |00 dok je faza ¢ kut duZine 00 prema vertikalnoj osi simetrije mehanizma.

Slika 3.10 Parazitni pomak rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama

Prema Slici 3.10 veli¢ina parazitnog pomaka d moze se pronaci iz geometrije mehanizma

primjenom izraza
' 19 ] ' 19 ' ' 1
|00'|+[B,0|cos ats +|A,'O|cos| + =|A,B,|-|B,B,| (3.119)
Izraz (3.119) mozZe se pisati i u obliku
d+£cos 0:+£ +£cos a+£ :yBl—Lsinasinﬁ (3.120)
2 2) 2 2 2
Uvrstavanjem izraza (3.63) dobiva se

d :%(cosq)L —cosgoo)—Lsinasing—Lcos(a+§j (3.121)
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Nakon sredivanja jednadzba (3.121) poprima oblik

dz%(COS(pL—COS(pO)—Lcosacosg (3.122)
Iz Slike 3.10 vidljivo je da faza ¢ parazitnog pomaka iznosi

(3.123)

_9
Y73

Faza parazitnog pomaka ovisi samo o kutu 4 jer je jedan krak kuta ¢ simetrala mehanizma, a

krak na kojem lezi OO' je okomica na simetralu kuta definiranog izrazom (3.9).

Potrebno je uvesti bezdimenzijski parametar, tj. normaliziranu veli¢inu parazitnog pomaka
d/L kako bi se ona mogla usporedivati pri ocjeni rotacijske to€nosti 1 preciznosti rotacijskih
mehanizama razli¢itih geometrija 1 odgovaraju¢ih nacina proratuna. Bezdimenzijski

parametar d/L ¢e, na osnovu jednadzbe (3.122), biti

d 2k 9

—=——(cos@; —cos@,)—cosacos— 3.124
I CL( oL %) 5 ( )
Kao S$to je poznato [Timoshenko, Gere 1961], kod vitkih Stapova optere¢enih uzduznom
tlaénom silom moze doc¢i do izvijanja. Kako lisnate opruge, odnosno podatljive elemente
mehanizma mozemo promatrati kao vitke Stapove, potrebno je provjeriti da li se, i u kojoj

lisnatoj opruzi javlja uzduzna tlacna sila koja premaSuje dopustene vrijednosti. Izvijanjem

jednog podatljivog elementa cijeli mehanizam postaje nestabilan.

Lisnata opruga moze se promatrati kao vitka konzolna greda na ¢ijem slobodnom kraju
djeluje tlacna sila P, (P, je aksijalna komponenta sile P, odnosno komponenta sile P koja

djeluje u smjeru osi a).

Aksijalnu komponentu sile P moguce je izraunati prema izrazu (cf. Sliku 3.9)
. . 9
P =Psm¢=Psm(a—EJ (3.125)

Kut ¢ definiran je izrazom (3.86).

Da ne bi doslo do izvijanja mora biti zadovoljen uvjet da je sila P, manja od sile koja izaziva

izvijanje lisnate opruge, a koja iznosi [ Timoshenko, Gere 1961]

EI
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pri ¢emu za vitku konzolnu gredu sa slobodnim krajem vrijedi L'=2L [Timoshenko, Gere

1961].

3.5 Proracunski algoritam

Da bi se olakSao izracun rotacijskog podatljivog mehanizma u programskom paketu
MATLAB izradeno je programsko rjeSenje nazvano 'Elastica' u koje je implementirana
prethodno definirana matematicka formulacija za izraCun deformacija (tj. elasti¢ne linije
opruga), reakcija u osloncima, naprezanja, parazitnih pomaka i stabilnosti rotacijskih

podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama [MATLAB, 2010].
Dijagram toka razvijenog programskog rjeSenja dan je na Slici 3.11.

Kao S§to je na Slici 3.11 vidljivo, u algoritmu 'Elastica' pretpostavlja se da je poznata
geometrija rotacijskog mehanizma (L, b, ¢, a), materijal lisnatih opruga (E) i zeljeni kut
rotacije mehanizma ($). Modulu k£ dodjeljuje se pocCetna vrijednost te, ovisno o vrijednosti &,

odabire se grana dijagrama toka.
= Ako je zadovoljen uvjet |k|<1:
— Izracunavaju se granice integracije ¢o i ¢ prema (3.58) 1 (3.59).

— IzraCunavaju se eliptic¢ni integrali E(k, ¢;), F(k, ¢i). Za numeric¢ko integriranje
nepotpunih elipti¢nih integrala prve i druge vrste rabljeno je trapezno pravilo,
a da bi se postigla ¢im veca to¢nost podrucje integracije (o, ¢1) podijeljeno je
na 10 000 dijelova. Usporedbom s tablicnim rjeSenjima elipti¢nih integrala
[Gradshteyn, Ryzhyk, 1980] utvrdeno je da se vrijednosti dobivene
numerickom integracijom poklapaju na cijelom podrucju integracije. Uvedena
su pojednostavljenja za specijalne sluCajeve kada je k =0, k=1, ¢; = 0 te
@i = m/2. U tim se sluCajevima potpuni elipti¢ni integrali prve i druge vrste

takoder racunaju trapeznim pravilom.

— 1z (3.97) proizlazi jednadzba kojim je definirana kontrolna vrijednost A

Po
E(ko) | g
A:—%——(l—sinacos—} (3.127)
2 2

(2
F(k,p) |

P
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Y

L E Dbt a3 :

Y

k
1.
DA NE
k<1
Y
K=t
k
Y Y
Izradun ¢o, g1 (3.58), (3.59) Izradun @y , ¢ (3.104), (3.105)
Izracun E(k, ¢;), F(k, ¢;) trapeznim pravilom Izradun E(k", i), F(k', ¢;") trapeznim pravilom
Izracun specijalnih slucajeva za: Izracun specijalnih slucajeva za:
k=0,k=1,¢;=0, p;=n/2 — E(k), F(k) k'=0,k"=1,9; =0, ¢ =1/2 — E(k"), F(k")
Y Y
0 £ £ (ﬂ‘;
E(k,(ﬂ) | 1 9 1 E(k P ) | 1 9
%—E(l—sinacoszj:A 7 1——2& —E(l+sinacos5j=A
F(k.p) | F(K9) |
o o
Y
.
k
NE Ak
DA Y
P7 M07 ML7 M, K7 d/L, @5 Omax k=k+ Ak
(3.109),(3.111), (3.112), (3.113),

(3.115),(3.124), (3.123), (3.118)

e

Slika 3.11 Dijagram toka programskog rjeSenja 'Elastica’'
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» Ako nije zadovoljen uvjet |k| <1:
— Modul £* poprima vrijednost prema izrazu (3.102).
— IzraCunavaju se granice integracije ¢o* 1 ¢.* prema (3.104) 1 (3.105).

— IzraCunavaju se elipticni integrali E(k*, ¢i*), F(k*, ¢;*) prethodno opisanim

numeri¢kim integriranjem.
— Izraunava se kontrolna vrijednosti A primjenom izraza (3.108), pa vrijedi

2
E(k* p*
1 ( 4 )(p‘ 1 . 9
=—1- = |——| l+sinacos— (3.128)
k* 2 | 2 2
F(k*,0*) |

o

A

— Modul k£ poprima vrijednost prema izrazu (3.102).

Kontrolira se vrijednost A i ako nije zadovoljen uvjet |A| < 10°, modul & se iterativno
povecava pa se s njegovom novom vrijednoséu ponovo vraca na pocetak izracuna. Ako je

zadovoljen uvjet |A| < 10, izratunavaju se izlazni podaci za zadnju vrijednost .

Izlazni podaci su P, My, My, M, K, d/L, ¢ 1 omax 1 raunaju se prema izrazima definiranim

jednadzbama (3.109), (3.111), (3.112), (3.113), (3.115), (3.124), (3.123) i (3.118).

U ovom je poglavlju doktorske disertacije razvijena i opisana matemati¢ka formulacija
simetri¢nog rotacijskog podatljivog mehanizma optere¢enog momentom u podrucju velikih

deformacija, odnosno velikih kutova rotacije mehanizma.

Na Slici 3.12 prikazano je korisnicko sucelje za unos podataka u proracun te je dan primjer

proracuna, tj. izlaznih podataka iz implementiranog algoritma.

Ulazni podaci u algoritam su (navedeni su, primjera radi, i podaci koristeni u jednom od

izracuna):

* duljina lisnate opruge, L = 115 mm,

= S§irina lisnate opruge, b = 30 mm,

= debljina lisnate opruge, = 0,5 mm,

= kut lisnatih opruga prema vertikali, a = 45°,

= modul elastiGnosti materijala lisnatih opruga, £ = 131000 N/mm?” (slitina bakra i
berilija),

» kut rotacije mehanizma, 3 = 10° — proizvoljni kut za koji programsko rjesenje ispisuje
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pojedinacne rezultate, neovisno o maksimalnom kutu rotacije,

maksimalni kut rotacije mehanizma, Jy.x = 30° — raspon kutova 0 < $ < Gpax.

u Elastica @l_‘_I_J‘:' ]
— ULAZNI PODACI — DIJAGRAMI
- Geometrija — Maksimalni kut
Duljina lisnate opruge, L (mm) 115 (Iscriava se odabrani dijagram za kutove manje od ThetalMax)
’ CRTAJ
Sirina lisnate opruge, b (mm) 30 Maksimalni kut rotacije, ThetaMax (deg) 30
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0.5 — Izabrati dijagram
Kut izmedu opruge i vert | Affa  (deg) 45
Qvisnost momenta o kutu rotacije -
— Materijal
Modul elastiénosti, E (Nfmm2) | 131000 0.14
0.12F :
— |[ZLAZNI PODACI (Za kut Theta)
Kut rotacije, Theta (deg) 10 0.1 i
(lzratunavaju se numericke vrijednosti za kut Theta) E
RACUNAJ Z 0.08r 1
=
]
Momenti u ukliestenjima, MO (Nm) 0.087379 g 0.06¢ 1
ML (Nm) | 0.056568 =
Ukupni moment, (Nm) 0.12489 0.04r E
Ukupna rotacijska krutost, K (Nm/rad) | 0.71555
0.02+ 1
Norm. vel. parazit. pomaka, di  (-) 0.00358
Faza parazitnog pomaka, Fi (deg) 5 0 ) ) ) ) )
Sila u ukljestenju, P (N) 0.13278 0 5 10 15 20 25 30
Theta (deg)
Najvete naprezanje, SigmaMax (N/mm2) | 53.9029

Slika 3.12 Graficko korisnic¢ko sucelje programskog rjesenja 'Elastica’'

Rezultati proracuna/izlazni podaci su:

Za definirani kut rotacije mehanizma ¢ = 10° programsko rjeSenje pritiskom na dugme

RACUNALT ispisuje tako sljedeée rezultate (Slika 3.12):

momenti u ukljestenjima, My = 0,067379 Nm 1 My = 0,056568 Nm,
moment, M =0,12489 Nm,
rotacijska krutost, K =0,71555 N/rad,

normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka, d/L = 0,00358,

faza parazitnog pomaka, ¢ = 5°,

sila u ukljestenju, P =0,13278 N,

najvece ekvivalentno naprezanje, omax = 53,9029 N/mm”.

Za definirani maksimalni kut rotacije mehanizma (u prikazanom primjeru 9n.x = 30°)

programsko rjeSenje pritiskom na dugme CRTAJ, za raspon kutova 0 < 3 < 9., moze iscrtati

60



Kristina Markovic¢ Doktorska disertacija

sljedece dijagrame:

* dijagram ovisnosti momenta o kutu rotacije mehanizma (Slika 3.12),

= dijagram ovisnosti rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma (Slika 3.13a),

» dijagram ovisnosti normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije
mehanizma (Slika 3.13b),

= dijagram ovisnosti faze parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma (Slika 3.13c),

= dijagram ovisnosti najve¢eg naprezanja o kutu rotacije mehanizma (Slika 3.13d).

0.75 0
s 0035
0.745} 1 g
5 5 003
£ o074} >
£ 2 0.025
< 0.735¢ i
8 S 002
S 0.73} <1
- £ 0,015/}
£ 0725} =
@0 )
S >
8 072} s 001f
o ©
o =
0.715} N 0.005}
(0]
=
0.71 : ‘ = . .
0 10 20 30 S % 10 20 30
Theta (deg) Theta (deg)
a) b)
15 200
P £ 150} 1
< 10} 1 =
z 2
= G
I & 100 J
= a
= Z
© s5f 1 o
(1] L&)
E £ s0f -
o Z
00 10 20 30 % 10 20 30
Theta (deg) Theta (deg)
c) d)

Slika 3.13 Dijagram ovisnosti rotacijske krutosti (a), normalizirane veli¢ine parazitnog
pomaka (b), faze parazitnog pomaka (c), 1 najveceg naprezanja (d) o kutu rotacije

mehanizma
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Prema Slikama 3.12 1 3.13 se, za dani primjer rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim
oprugama opterecenog momentom M, uocava se da moment potreban za dobivanje odredenog
kuta rotacije i najvece naprezanje gotovo linearno rastu s rastom kuta rotacije mehanizma,
dok faza parazitnog pomaka raste linearno, a rotacijska krutost mehanizma i normalizirana

veliCina parazitnog pomaka rastu eksponencijalno s rasom kuta rotacije mehanizma.

U ovom poglavlju je, dakle, dan cjelovit prikaz proracuna ponaSanja lisnatih opruga u
podrucju velikih (geometrijski nelinearnih) deformacija primjenom Elastica metode te
rezultirajueg ponasanja cijelog simetricnog rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim
oprugama optere¢enog momentom M. Posebno se definiraju veli¢ina i faza parazitnog
pomaka mehanizma, reakcije u osloncima, naprezanje i rotacijska krutost mehanizma.
Primjenom Elastica metode dobiveni su identi¢ni rezultati onima iz reference [Haringx, 1949]
jer je i u tom radu, kako bi se analiticki definiralo ponaSanje simetri¢nog rotacijskog
podatljivog mehanizam optereCenog momentom, rjesavana to¢na diferencijalna jednadzba

elasti¢ne linije.

Razvojem odgovaraju¢eg proracunskog algoritma 1 njegovom implementacijom u
programskom paketu MATLAB stvoreni su preduvjeti za potpuno analiticko modeliranje
ponasanja simetri¢nog rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama opterecenog
momentom. To pak pruza mogucnost i za proucavanje utjecaja konstrukcijskih parametara
analiziranih mehanizama na njihovu tocnost 1 preciznost te za usporedbu rezultata razvijenog

modela s rezultatima drugih (pribliznih) analitickih modela u nastavku rada.
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4 Priblizne analitiCke metode
rjeSavanja rotacijskog podatljivog
mehanizma s lisnatim oprugama

U prethodnim je razmatranjima razvijen analiticki model simetri¢nog rotacijskog podatljivog
mehanizma optereCenog momentom u podrucju velikih deformacija, odnosno velikih kutova
rotacije. RijeSena je toc¢na diferencijalna jednadzba pristupom FElastica metode koju su
definirali Timoshenko 1 Gere [Timoshenko, Gere 1961] uz poop¢enja koja su uveli De Bona 1

Zelenika [De Bona, Zelenika, 1997].

U ovoj cjelini detaljnije ¢e se opisati neke analiticke metode proracunavanja karakteristi¢nih
parametara rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama predlozene u literaturi i
okvirno navedene u drugom poglavlju doktorske disertacije. Rezultati dobiveni tim metodama
¢e se zatim usporediti s rezultatima numericke analize ¢ija ¢e to€nost biti utvrdena
usporedbom s rezultatima eksperimentalnih mjerenja dostupnima u literaturi. Posebno ¢e se

obraditi sljede¢e metode:

* Metoda priblizne zakrivljenosti,
* Metoda pseudo—krutog modela tijela,

» Geometrijska metoda.

63



Kristina Markovié Doktorska disertacija

4.1 Metoda pribliZne zakrivljenosti

Uslijed djelovanja poprecnih sila 1 momenta kruto pokretno tijelo A ovjeSeno na lisnate
opruge rotacijskog podatljivog mehanizma zakreée se za kut rotacije ¢ pa se rotacijski

mehanizam pojednostavljeno moze prikazati kao na Slici 4.1 [Wittrick, 1948].

B, B,

Slika 4.1 Rotacijski mehanizam zakrenut za mali kut rotacije $ (prema [Wittrick, 1948])

Kao i u trecoj cjelini, lisnate se opruge promatraju kao da su uklijestene u tockama B; i B,,
dok su tocke A; 1 A; slobodni krajevi lisnatih opruga u neopterecenom polozaju. Iz Slike 4.1
vidljivo je da je kut 6 tangente na elasticnu liniju na slobodnom kraju prema poloZaju
neoptereéene lisnate opruge mehanizma identiCan kutu rotacije mehanizma & [Wittrick,

1948].
Tijelo A i B su kruta tijela (\m\ =[A/A,]) pa vrijedi [Wittrick, 1948]
5, -6, =(¢e +e,)tancr 4.1)
a ako je 9 kut rotacije mehanizma vrijedi i
(6,+6,)=9L+(¢ —e,)cota (4.2)
U izrazima (4.1) 1 (4.2) 0, 1 0> su progibi pripadajucih lisnatih opruga uzrokovani savijanjem

opruga, dok se njihovo 'skrac¢enje' (mali progib okomit na o) oznacava s e; 1 e;.
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RjeSavanjem sustava jednadzbi (4.1) 1 (4.2) dobivaju se progibi rubnih tocaka
S 2%19L+e1 cot(2a ) —e,cosec(2a) (4.3)
5, =%19L+elcosec(2a)—e2 cot(2a) (4.4)

U vecini slucajeva kut izmedu lisnatih opruga iznosi 2a = 90°, a vrijednosti e; 1 e; su vrlo

male u odnosu na vrijednost J; 1 J, pa se moZze pisati
1
0, =0, =E'9L (4.5)

Iz izraza (4.5) moze se zakljuciti da se sjeciste tangenti kroz rubne tocke lisnatih opruga u
deformiranom polozaju poklapa sa sjeciStem lisnatih opruga u pocetnom polozaju koje, stoga,
ima konstantan polozaj u odnosu na fiksno tijelo B. U slu€aju kada su vrijednosti e; 1 e;
dovoljno male u odnosu na progibe J; 1 d; 1 mogu se zanemariti, sjeciste lisnatih opruga pri

rotaciji zgloba smatra se, dakle, nepomicnim.

Kako bi se moglo analiticki opisati ponasanje rotacijskog podatljivog mehanizma, nuzno je
prvo jo$ jednom rijeSiti jednadZbe elasti¢nih linija lisnatih opruga zasebno. Pri tome treba
razlikovati slucajeve kada je lisnata opruga opterecena na vlak (Slika 4.2), a kada na tlak
(Slika 4.3). U ovom se slutaju u jednadzbi elastiéne linije zanemaruje mala veli¢ina (dy/dx)*
¢ime se analiza 'linearizira' (koristi se, dakle, upravo 'metoda priblizne zakrivljenosti') ¢ime se

nedvojbeno uvodi 1 odredena pogreska koja ¢e se kvantificirati kasnije u radu.

4.1.1 Jednadzba elasti¢ne linije lisnate opruge opterecene vla¢no

Konzolna greda opterecena je kako je prikazano na Slici 4.2.

Pv
Uy
I —
=
Q

Slika 4.2  Lisnata opruga na slobodnom kraju optere¢ena popre¢nom te aksijalnom vlacnom

silom i momentom (prema [Wittrick, 1948])
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Za proizvoljnu tocku duz konzolne grede opterecene poprecnom silom P,, aksijalnom
vla¢nom silom U, i momentom Mj, pritom vodeci racuna da na slobodnom kraju vrijedi 6 =9
moze se postaviti diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije [Wittrick, 1948]

d*x

~EI= =U, (lgL—yj—va—MA (4.6)
dy 2

Rjesavanjem diferencijalne jednadzbe (4.6) uz uvodenje supstitucije

, Uyl
= 4.7
By AE] (4.7)
i rubnih uvjeta zax =0
dy 1
=9 y=—9L 4.8
& y=3 (4.8)
tezax=1L
dy
= =0 4.9
" (4.9)
dobiva se [Wittrick, 1948]
MA:MB:%'gﬂVcothﬂv (4.10)
1
Pv=§'9Uv (4.11)
Moment savijanja u bilo kojoj toc¢ki lisnate opruge je pak [Wittrick, 1948]
2x
£ cosh g3, (1 - Lj
M = By - (4.12)
L sinh £,
Prema izrazu (4.12), maksimalni se moment savijanja javlja kada je x = 0 pa vrijedi
M =M, = _E][:9 Py coth S, (4.13)

Sada se moze izraziti jednadzba sume momenata oko srediSnje tocke O lisnate opruge u kojoj

se dvije lisnate opruge rotacijskog podatljivog mehanizma sijeku (cf. Sliku 4.2)

M, :MA—%SLUV+%LPV (4.14)

a,uz (4.7), (4.10) 1 (4.11), izraz (4.14) poprima oblik [Wittrick, 1948]
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M, :%‘95 (4.15)

gdje je £ pomoc¢ni koeficijent za odredivanje momenta definiran jednadZzbom [Wittrick, 1948]

=Py (COthﬂv _:BV) (4.16)

4.1.2 Jednadzba elasticne linije lisnate opruge opterecene tla¢no

Konzolna greda optereéena je kako je prikazano na Slici 4.3.

BN\
Slika 4.3 Lisnata opruga na slobodnom kraju optere¢ena poprecnom te aksijalnom tlacnom

silom 1 momentom (prema [Wittrick, 1948])

Za proizvoljnu tocku duz konzolne grede optere¢ene poprecnom silom Pr, aksijalnom
tlaénom silom Ur i momentom M, na slobodnom kraju vrijedi diferencijalna jednadzba
elasti¢ne linije [Wittrick, 1948]
d*x 1
—El—=-Us| -9L-y |+ Bx—-M, (4.17)
dy 2
Kako bi se dobili odgovarajuci izrazi primjenjuju se, u odnosu na izraze za vlacno optere¢enu

oprugu, sljedece supstitucije [Wittrick, 1948]

Uy =-Uy (4.18)
Br =~N-15, (4.19)
P, =-P, (4.20)

Dobivaju se tako izrazi koji se primjenjuju za lisnate opruge opterecene tlatno [Wittrick,

1948]
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, Ul
= 4.21
Pr =" (4.21)
M, =My :%gﬁT cot Sy (4.22)
1
P = ESUT (4.23)
E19 cos f; (l—hj

M= Dr (4.24)

Prema (4.24) maksimalni moment savijanja u lisnatoj opruzi javlja se kada vrijedi x = L/2 pa

se dobiva

M. = %gﬁTcosecﬁT =M ,secf; (4.25)

max

Iz izraza (4.25) proizlazi da ako vrijednost f; — m moment M — o, odnosno dolazi do
izvijanja lisnate opruge.
Moment M, oko srediSnje tocke lisnate opruge je u ovom slucaju [Wittrick, 1948]

_EIS

M, 7

(4.26)

gdje je w pomoc¢ni koeficijent za odredivanje momenta savijanja definiran jednadZzbom

[Wittrick, 1948]
v = Br(cot B+ Br) (4.27)

Na Slici 4.4 dan je graficki prikaz ovisnosti pomo¢nih koeficijenata ¢ 1 w za izracun
momenata savijanja u lisnatim oprugama, definiranih izrazima (4.16) 1 (4.27) o koeficijentima

Bri pv [Wittrick, 1948].
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12 14

0.2 0.4 0,6 0,8 1,0 |

Slika 4.4 Ovisnost pomo¢nih koeficijenata ¢ i y o promjeni koeficijenata fr i fv (prema

[Wittrick, 1948])

4.1.3 Sile u lisnatim oprugama i rotacijska krutost rotacijskog podatljivog
mehanizma
Nakon definiranja izraza koji vrijede za pojedinu lisnatu oprugu, potrebno je promatrati

podatljivi zglob kao cjelinu. Zglob je, kako je prikazano na Slici 4.5, opterecen u tocki O,

vertikalnom silom ¥, horizontalnom silom H i momentom M.

B, B,
al
H
O
/M
/ \
// 4 \\% U, P
) 4 My o
P, A Up | A>\ \19
~ \A)

MAI _ — s

— —_—— —

Slika 4.5  Opterecenje rotacijskog podatljivog mehanizama (prema [Wittrick, 1948])
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Jednadzbe ravnoteze sila za mehanizam su [Wittrick, 1948]
V=(U,+U,)cosa+(R—P)sina (4.28)
H=(B+P)cosa—(U,-U,)sina (4.29)

Bez obzira da li u lisnatim oprugama djeluje vlacna ili tla¢na sila, vrijedi odnos dobiven iz

(4.11)1(4.23)

P= %SU (4.30)

Uvrstavanjem (4.30) u (4.28) 1 (4.29) te rjeSavanjem jednadZzbi po U; 1 U, dobiva se [Wittrick,

1948]

2 V(Ztana+9)—H(2—9tana)
U -2p- 4.31)
9 (4+32)sina

2 V(2tana—9)-H(2+ 9tan )
U2:§P2: N .
(4+9 )sma

(4.32)

Cesto je kut rotacije mehanizma $ dovoljno mali da se u izrazima (4.31) i (4.32) moZe

zanemariti pa se iz gornjih izraza dobiva [Wittrick, 1948]

PR =%(Vseca—H coseca ) (4.33)
P, zé(Vseca+H coseca ) (4.34)

Iz izraza (4.33) 1 (4.34) vidljivo je da su, ako je |H | < |V| tan ¢, obje lisnate opruge opterecene
vlacno ili da su obje optere¢ene tlacno, Sto ovisi o smjeru djelovanja sile V. Ako vrijedi

|H | > |V| tan & , jedna je lisnata opruga opterecena tlacno, a druga vla¢no.

Iz Slike 4.5 proizlazi jednadzba ravnoteze momenata oko tocke O i definira se sumom

momenata oko tocke O za svaku lisnatu oprugu zasebno [Wittrick, 1948]
M=M,+M,, (4.35)
gdje je My definiran izrazom (4.15) ako je lisnata opruga optere¢ena vlacno, odnosno izrazom

(4.26) ako je opruga opterecena tlacno, pa se dobiva [Wittrick, 1948]

%:(a i p)+(& ili ) (4.36)
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Iz izraza (4.31) 1 (4.32) zakljuCuje se da vrijednosti sila U; 1 U, ipak ovise o kutu rotacije 9,
Sto znaci da o kutu rotacije ovise 1 By 1 fr. Stoga, ako se vrijednost kuta rotacije 9 ne moze
zanemariti, moment M potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije nije linearno ovisan o
tom kutu. Ako se ofekuju mali kutovi rotacije rotacijskog mehanizma, zanemarivanjem

provedenim u izrazima (4.33) i (4.34) Cini se mala pogreska.

Rotacijska krutost mehanizma K moze se definirati izrazom [Wittrick, 1948]
EI o o
K :T[(gﬁ i w)+(& ili oy, )] (4.37)

a bezdimenzijska rotacijska krutost izrazom

%:(; ili y)+(& ili w,) (4.38)

Ako je rotacijski podatljivi mehanizam optere¢en momentom, odnosno ako vrijedi V'=H =0,

moment potreban za dobivanje kuta rotacije 3 definiran je izrazom [Wittrick, 1948]

M= 2E (4.39)
L
A bezdimenzijska rotacijska krutost mehanizma tada poprima vrijednost
KL _, (4.40)
EI

Ako kut lisnatih opruga prema vertikali iznosi o = 45°, izrazi (4.33) i (4.34), nakon

normalizacije (mnoZenja s L*/(EI) da bi se dobile bezdimenzijske veligine), poprimaju oblik

U1L2 _L V_LZ_H_Lz (4.41)
EI 2\ EI EI '
UZLZ _L V_L2+H_L2 (4.42)
EI 2| EI  EI '

Naravno, djelovanje vanjskih sila uvelike utjeCe na stabilnost rotacijskog podatljivog
mehanizma. Potrebno je stoga izvrSiti 1 provjeru da li je u jednoj od lisnatih opruga doslo do
pojave negativnog momenta, odnosno negativne rotacijske krutosti koja dovodi do

nestabilnosti.

Primjenom izraza (4.37), (4.41), (4.42), (4.7) 1 (4.21) dobiven je dijagram prikazan na Slici
4.6, pomoéu kojeg se, za odredenu kombinaciju optereéenja HL*/(EI) i VL*/(EI), odreduje
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bezdimenzijska rotacijska krutost mehanizma KL/(EI), [Wittrick, 1948].

KL
El

HIL?

...... 40 35302520 15195 0 ET

Slika 4.6 Dijagram rotacijske krutosti, odnosno stabilnosti rotacijskog podatljivog

mehanizma s lisnatim oprugama (prema [Wittrick, 1948])

Iz dijagrama se uocCava veliki utjecaj sila na rotacijsku krutost i stabilnost rotacijskih
podatljivih mehanizama. Na Slici 4.7 prikazano je podrudje stabilnosti rotacijskog podatljivog
mehanizma koje je ograni¢eno krivuljom oznacenom crvenom bojom, koja oznacava
kombinaciju HL*/(EI) i VL*/(EI) kod koje vrijedi da je rotacijska krutost K = 0 [Wittrick,
1948].

50

a2 40
EI 30

20
10
-0

STABILNO
PODRUCIE

-50-40-30-20-10 0 10 20 30 40 50
£l £l

Slika 4.7 Stabilno podrucje rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama (prema

[Wittrick, 1948])
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U programskom paketu MATLAB implementiran je analiticki izracun rotacijskog podatljivog

mehanizama, optere¢enog samo momentom (¥ = H = 0), metodom priblizne zakrivljenosti,

e
START >

Y

_
/ L’ ba ta E: ’9max

Y
‘ M — (4.39)

¢iji je dijagram toka dan na Slici 4.8.

K — (3.115)

D

Slika 4.8 Dijagram toka programskog rjesenja metodom priblizne zakrivljenosti

Tijek proracuna je, dakle:

— Poznata je geometrija rotacijskog mehanizma (L, b, t, a), materijal lisnatih opruga (E)

te zeljeni maksimalni kut rotacije mehanizma ($yax).

— Primjenom izraza (4.39) izraCunava se moment M, a primjenom izraza (3.115)

izracunava se zatim rotacijska krutost mehanizma K.

Na Slici 4.9 je za taj algoritam prikazano odgovarajuce korisnicko sucelje na kojemu je kao
primjer prikazan proracun s istim ulaznim podacima kao i u cjelini 3.5 za primjer proracuna

Elastica metodom.
Rezultati proracuna / izlazni podaci iz programa su:

Za definirani maksimalni kut rotacije mehanizma 9max = 30° programsko rjeSenje pritiskom na

dugme RACUNALJ, za raspon kutova 0 < § < .y, crta sljedece dijagrame:
» dijagram ovisnosti momenta o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.9a) te

= dijagram ovisnosti rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.9b).
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B wittrick E|l= 2
— ULAZNI PODACI — DIJAGRAM
— Geometrija |zabrati dijagram
Dulina lisnate opruge, L (mm) 118 Ovisnost momenta o kutu rotacije v:
Sirina lisnate opruge, b (mm) 30
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0.5 04
Kut izmedu opr. i vertikale, Aifa  (deg) 45
— Materijal ‘é‘ 0.3
Modul elasticnosti, E  (N/mm2)| 131000 =
=
c 0.2
g
— Kutovi =
o 20 = 0.1
Maksimalni zakretni kut, ThetaMax (deg)

(Iscrtava se dijagram za kutove manje od Thetallax)

. 0 10 20 30

a)

5 2

o

EE, 1.5}

g 1

E

i 0.5¢

"

w

g 0,

i

(=]

o - . .

0'50 10 20 30

Theta (deg)
b)

Slika 4.9  Graficko korisnic¢ko sucelje programskog rjeSenja dobivenog primjenom metode
priblizne zakrivljenosti (a) i dijagram ovisnosti rotacijske krutosti o kutu rotacije

mehanizma ¢ (b)

Na Slici 4.9a vidljivo je da moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije ¢ linearno
raste s rastom tog kuta, a na Slici 4.9b da je rotacijska krutost konstantna i u zadanom
primjeru iznosi K = 0,721 Nm/rad.

4.2 Metode pseudo—krutog modela tijela

Kako bi se podatljivi mehanizam mogao analizirati 1 konstruirati metodama razvijenim za

tradicionalne mehanizme, a kako je ve¢ okvirno navedeno u drugom poglavlju disertacije, cilj
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metode pseudo—krutog modela tijela je modelirati podatljivi mehanizam kao ekvivalentni
mehanizam koji se sastoji od krutih elemenata povezanih zglobovima [Howell, 2013].
Pristupom metode pseudo—krutog modela tijela za svaki se podatljivi element predvida progib
krajnje tocke elementa i karakteristika ovisnosti optere¢enja o progibu, a samo se gibanje
modelira upravo uz pomo¢ ekvivalentnih krutih tijela povezanih zglobovima (svornjacima).
Kako bi se ¢im vjernije aproksimirala karakteristika ovisnosti optere¢enja o progibu
podatljivog elementa, u zglobovima se smjeStaju spiralne fleksijske opruge pri ¢emu je od
velike vaznosti odredivanje polozaja zglobova i krutosti opruga koje se u njima nalaze. U tu
su svrhu, na osnovu velikog broja analiza provedenih metodom konacnih elemenata, dobiveni
izrazi kojima se definira polozaj zgloba i krutost opruga za kratke podatljive elemente, duge
podatljive elemente, rotacijske podatljive mehanizme s lisnatim oprugama i druge

konfiguracije podatljivih elemenata i mehanizama [Howell, 20017, [Jensen, Howell, 2002].

Iako metoda pseudo—krutog modela tijela omogucava relativno jednostavnu analizu sustava
kod kojih je ovisnost optereenja i progiba nelinearna, vazno je napomenuti da je i ova
metoda priblizna pa se u literaturi navodi da ona nije pogodna za preciznije proracune,
primjerice, parazitnog pomaka podatljivog mehanizma. Ova metoda pak konstruktoru
omogucava brzi razvoj osnovnog koncepta podatljivog mehanizma. Dobiveni model
konstrukcijskog rjeSenja moze se, ako je to potrebno, koriStenjem nelinearne analize metodom

konac¢nih elemenata dodatno poboljsati.

4.2.1 Modeliranje rotacijskog podatljivog mehanizma modelom zgloba sa

svornjakom

Da bi se objasnio bit metode pseudo—krutog modela tijela, krenut ¢e se od najjednostavnijeg
primjera rotacijskog podatljivog zgloba dobivenog uz pomo¢ mehanizma koji se sastoji od
kratkog podatljivog elementa duljine Lp spojenog s krutim tijelom duljine Lx (Slika 4.10a),

kada vrijede sljede¢i izrazi

Ly >> 1L, (4.43)

(ED), >>(EI), (4.44)

Kratki zglob je na slobodnom kraju optere¢en momentom M koji uzrokuje rotaciju krutog

tijela za kut rotacije 3.
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>

AN

a) b)

Slika 4.10 Pseudo—kruti model zgloba sa svornjakom (prema [Howell, 20017)

Za kratki podatljivi zglob optere¢en momentom vrijedi izraz [Howell, 2001], [Jensen, Howell,

2002]

4 _M (4.45)
ds EI
Separacijom varijabli u (4.45) dobiva se
3 e 1
jdgzj-—ds (4.46)
0 o El

Integracijom izraza (4.46) bez uvodenja pojednostavljenja kojima se pretpostavlja da su
progibi mali, dobiva se

ML,
EI

9= (4.47)

Uvrstavanjem u izraz (4.45) jednakosti ds = sinddy moguce je dobiti izraz za izraCun pomaka

oy krajnje tocke zgloba u smjeru osi y, dobiva se

5y M 9
[dy=—[singdg (4.48)
0 EIO

odnosno, sredivanjem [Jensen, Howell, 2002]

ﬁ_l—cos&
L9

(4.49)
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Analogno se, uvrstavanjem u (4.45) izraza ds = cos9dx, dobiva pomak dyx krajnje tocke zgloba

u smjeru osi x [Jensen, Howell, 2002]

s, e
J.dx=—'|.cosl9dl9 (4.50)
EI
0 0
o _sing (4.51)
L, 9

Na osnovu izraza (4.47), (4.49) 1 (4.51) razvijen je pseudo—kruti model ekvivalentan
mehanizmu na Slici 4.10a, na nacin da je kratki podatljivi zglob zamijenjen krutim tijelom sa
zglobom na udaljenosti Lp/2 od ishodista koordinatnog sustava (Slika 4.10b). Budu¢i da je
kratki zglob znatno kraéi (pretpostavka je da je to najmanje 10 puta) od krute gredice, progib
kratkog zgloba je vrlo mali u odnosu na duljinu krute gredice, te nece do¢i do znatnih
odstupanja ako se zglob postavi u neki drugi polozaj [Jensen, Howell, 2002]. Kut rotacije @
pseudo—krutog modela jednak je stoga kutu rotacije podatljivog mehanizma (Slika 4.10) pa
vrijedi

O=39 (4.52)
To znaci da ¢e, kao Sto je vidljivo i na Slici 4.10b, uslijed djelovanja momenta stvarna i
modelirana gredica, jer vrijedi (4.43), do¢i u paralelan polozaj [Howell, 2001], [Jensen,

Howell, 2002].

Koordinate X i Y rubne tocke modelirane gredice su prema Slici 4.10b u bezdimenzijskom

obliku definirane izrazima [Howell, 2001], [Jensen, Howell, 2002]

£=l+ L—K+l cos 4 (4.53)
L, 2 \L, 2
Y. L—K+l sin 9 (4.54)
L, L, 2

Otpor analizirane strukture na savijanje modeliran je spiralnom fleksijskom oprugom krutosti

K [Howell, 2001], [Jensen, Howell, 2002]

(4.55)

Kao posljedica paralelnosti gredica javlja se razlika izmedu putanja rubnih tocaka stvarne i
modelirane gredice, a najvece se odstupanje d javlja u krajnjem polozaju. Vidljivo je da je

ukupno odstupanje, takoder zbog paralelnosti, identi¢no na kraju kratkog zgloba i na kraju
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krute gredice modela. Stoga se odstupanje modela od ponaSanja originalnog mehanizma u
smjerovima osi x 1 y moze izracunati uvrStavanjem Lx = 0 u izraze (4.53) i (4.54) te potom
oduzimanjem dobivenih vrijednosti od pomaka krajnje tocke kratkog elementa definiranog
izrazima (4.49) i1 (4.51). Odstupanja u smjerovima osi x i y oznacavaju se S & 1 & te se

izraCunavaju pomocu jednadzbi [Howell, 2001], [Jensen, Howell, 2002]

& _ ﬁ_(l_iJ‘z Sln'g—l(1+cosl9)‘ (456)
L L \ L) 9 2
o) —
g_y:_y_iz‘l 059 Ling (4.57)
L, |Ly L, 4 2

Ukupno odstupanje putanje krajnje tocke gredice dano je onda izrazom

da_ \/(ij +(8_y] (4.58)
L (&) (L

Pokazuje se da za kutove rotacije 9 = 63° (1,1 rad) odstupanje d koje se javlja kod primjene

metode pseudo—krutog tijela na kratke podatljive zglobove iznosi oko 0,1Lp [Howell, 2001].

Iz modeliranja kratkog podatljivog zgloba modelom zgloba sa svornjakom primjenom metode
pseudo—krutog modela tijela, proizasao je, kao Sto je prikazano na Slici 4.11, najjednostavniji

nacin modeliranja gibanja rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama.

II\ ___\_\ //
= —_——
VY

Slika 4.11 Modeliranje rotacijskog podatljivog zgloba s lisnatim oprugama kao

pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom (prema [Jensen, Howell, 2002])
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Rotacijski podatljivi mehanizam se u tom slucaju takoder zamjenjuje zglobom sa svornjakom

u kojem je smjeStena opruga [Jensen, Howell, 2002].
Efektivna duljina podatljivog zgloba R definirana se izrazom
R=nW (4.59)

gdje je W Sirina podatljivog zgloba, a n bezdimenzijska znacajka koja opisuje relativnu

geometriju zgloba. Duljina lisnate opruge rotacijskog mehanizma je [Jensen, Howell, 2002]

L=W~1+n? (4.60)

pa je omjer duljine lisnate opruge i efektivne duljine zgloba

2
%: “1;” (4.61)

Bezdimenzijska se znacajka n moze izraziti ovisno o kutu lisnate opruge prema osi x pa
vrijedi
n=cota (4.62)

Iz izraza (4.61) vidljivo je da se s porastom vrijednosti bezdimenzijske znacajke n omjer L/R
priblizava jedinici. Na Slici 4.12 prikazana je promjena geometrije rotacijskog podatljivog
mehanizma ovisna o promjeni bezdimenzijske znacajke n, ¢ijim se rastom rotacijski podatljivi

mehanizam pocinje ponasati kao kratki podatljivi zglob [Jensen, Howell, 2002].

n=20,5
n=2,0
n —>00

Slika 4.12 Promjena geometrije rotacijskog podatljivog mehanizma ovisna o promjeni

bezdimenzijske znacajke n (prema [Jensen, Howell, 2002])

Kako je gibanje rotacijskog podatljivog mehanizma slozeno, odstupanje rubne tocke d nije

dobiveno analiticki ve¢ analizom metodom konac¢nih elemenata [Jensen, Howell, 2002]. S
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time je ciljem provedena analiza brojnih modela razli¢itih geometrija 1 dobivene vrijednosti
odstupanja usporedene su s rezultatima metode pseudo—krutog modela tijela. Modeli su
potom optimizirani kako bi se smanjilo odstupanje za veliki kut rotacije mehanizma od 63°
(1,1 rad). S porastom n-a bezdimenzijsko odstupanje d/R za 3 = 63° iznosi cca. 10%, Sto je
relativno veliko odstupanje, iako treba imati u vidu da relativno odstupanje osjetno opada sa
smanjenjem kuta 3 pa, primjerice, odstupanje pri kutu $ = 30° iznosi cca. 2,2% [Jensen,

Howell, 2002].

Analizom metodom konac¢nih elemenata utvrdena je gotovo linearna ovisnost momenta
potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije o tom kutu pa se aproksimirana rotacijska
krutost rotacijskog podatljivog mehanizma moze definirati izrazom [Jensen, Howell, 2002]

_ KoEl
2L

K (4.63)

gdje je Kg koeficijent krutosti.

Koeficijent krutosti dobiven je kao rezultat analize metodom konacnih elemenata kojom je, za
kut rotacije $ = 63°, minimizirano odstupanje rotacijske krutosti, a ovisan je o geometriji
rotacijskog podatljivog mehanizma. U referenci [Jensen, Howell, 2002] optimiziranjem je
dobiven polinomni izraz za izra¢un koeficijenata krutosti K¢ u ovisnosti o bezdimenzijskoj
znacCajki n

K, =5,300185-1,68661+0,885351% —0,2094x° +0,018385n" 4.64)

za0,5<n<4,0
Kada se odredi rotacijska krutost, moment M potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije 3
moze se izracunati prema izrazu

M=K (4.65)

Kao $to je vidljivo na Slici 4.11, primjenom modela zgloba sa svornjakom, polozaj svornjaka

prilikom zakretanja ostaje nepromijenjen, pa parazitni pomak modela iznosi 0.

U programskom paketu MATLAB implementiran je analiti¢ki izracun rotacijskog podatljivog
mehanizama modeliranog pomo¢u metode pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom ¢iji

je dijagram toka dan na Slici 4.13.
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—— e L
( START > Ko —> (4.64)

7 AL

L b t, E max K— (463)
Y ]

‘ n— (4.62) M — (4.65)

Y

S D)

NE

Slika 4.13 Dijagram toka programskog rjesenja pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom

Tijek proracuna je, dakle:

— Poznata je geometrija rotacijskog mehanizma (L, b, ¢, ), materijal lisnatih opruga (E)

1 zeljeni maksimalni kut rotacije mehanizma (9max)-
— Primjenom izraza (4.62) izraCunava se bezdimenzijska znacajka n.
— Uyjet primjene izraza (4.62) je geometrija mehanizma takva da vrijedi 0,5 <n <4.

— Ako je taj uvjet zadovoljen, izraCunava se pomocu izraza (4.64) koeficijent krutosti

Ke.
— Primjenom izraza (4.63) izraCunava se zatim rotacijska krutost mehanizma K.
— Pomocu (4.65) izracunava se konacno moment M.

Na Slici 4.14 je za taj algoritam prikazano odgovarajuée korisnicko sucelje na kojemu je kao
primjer prikazan proracun s istim ulaznim podacima kao i u cjelini 3.5 za primjer proracuna

Elastica metodom.
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rl] Pinoint Byl =k
— ULAZNI PODACI — DIJAGRAM
— Geometrija |zabrati dijagram
Duljina lisnate opruge, = ) 115 Ovisnost momenta o kutu rotacije v:
Sirina lisnate opruge, b {mm) 30
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 05 05
Kut izmedu opr. i vertikale, Alfa  (deg) 45
0.4
— Materijal e
=
Modul elastinost, E  (Nmm2) 131000 < 037
5
£ 0.2¢
— Kutovi Q
=
Maksimalni zakretni  ThetaMax (deg) 30 0.1
(Iscrtava se dijagram za kutove manje od ThetaMax)
0 . .
= 0 10 20 30
RACUNAY Theta (deg)

a)

5 2

g

5 1.5}

g 1

E

ﬁ 0.5¢

"

w

g 0t

&

(=]

X - . .

0'50 10 20 30

Theta (deg)
b)

Slika 4.14 Graficko korisnicko sucelje programskog rjeSenja pseudo—krutog modela zgloba
sa svornjakom (a) i dijagram ovisnosti rotacijske krutosti o kutu rotacije
mehanizma  (b)

Rezultati prorac¢una / izlazni podaci iz programa su:

Za definirani maksimalni kut rotacije mehanizma $,,x = 30° programsko rjesenje pritiskom na

dugme RACUNALI, za raspon kutova 0 < 9 < ., crta sljedeée dijagrame:

= dijagram ovisnosti momenta o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.14a) te

» dijagram ovisnosti rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.14b).

Na Slici 4.14a vidljivo je da moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije $ linearno

raste s rastom tog kuta, a na Slici 4.14b da je rotacijska krutost mehanizma konstantna te u

82



Kristina Markovié Doktorska disertacija

zadanom primjeru iznosi K = 0,767 Nm/rad.

4.2.2 Modeliranje rotacijskog podatljivog mehanizma modelom

cetveroStapnog mehanizma

Metoda opisana u cjelini 4.2.1 je, zbog svoje jednostavnosti, adekvatna za preliminarne
proracune pri konstrukciji podatljivog mehanizma, ali se za to¢nije proracune koristi metoda
pseudo—krutog modela Cetverostapnog mehanizma [Jensen, Howell, 2002]. Da bi se opisao taj
model, na poc€etku je potrebno pojasniti modeliranje lisnate opruge opterecene na slobodnom
kraju momentom metodom pseudo—krutog modela lisnate opruge kako je prikazano na Slici

4.15 [Howell, 2001].

Slika 4.15  Pseudo—kruti model lisnate opruge opterecene na slobodnom kraju momentom

(prema [Howell, 2001])

Kako bi se lisnata opruga ¢im vjernije aproksimirala pseudo—krutim modelom, odnosno kako
bi se izracunala njena karakteristika ovisnosti optere¢enja o progibu, od velike je vaznosti
odrediti polozaj zgloba i krutost opruge pseudo—krutog modela. Polozaj zgloba definira se
pritom karakteristicnim koeficijentom zakrivljenosti y koji je odreden primjenom metode
kona¢nih elemenata. Prema [Howell, 2001], za lisnatu oprugu optere¢enu momentom na
slobodnom kraju vrijedi da je y = 0,8517.

Prema Slici 4.15 moze se tada odrediti polozaj slobodnog kraja pseudo—krutog modela lisnate

opruge definiran koordinatama (X, Y') [Howell, 2001]

=1-y(1-cos®) (4.66)

~ | >
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Y_ sno (4.67)
L
Iz Slike 4.15 uocava se da je @ =9, a za slucaj lisnate opruge optere¢ene momentom na
slobodnom kraju, prema [Howell, 2001], vrijedi
9 =1,23850 (4.68)

Rotacijska krutost pseudo—krutog modela lisnate opruge definirana je jednadzbom [Howell,
2001]

K=rKo— (4.69)

gdje, u slucaju da je lisnata opruga na slobodnom kraju optereCena momentom, koeficijent

krutosti, odreden metodom konac¢nih elemenata, iznosi Ke=2,67617 [Howell, 2001].

Temeljem spomenutih ¢injenica metoda je u literaturi [Jensen, Howell, 2002] proSirena i na
ovdje razmatrane rotacijske podatljive mehanizme s lisnatim oprugama. Na Slici 4.16

prikazan je pseudo—kruti model ¢etveroStapnog mehanizma optere¢en momentom.

T

a)

Slika 4.16 Modeliranje podatljivog zgloba s lisnatim oprugama kao pseudo—krutog modela

CetveroStapnog mehanizma (prema [Jensen, Howell, 2002])

Kako je ve¢ prethodno navedeno, rotacijski podatljivi mehanizam je, u neoptere¢enom stanju,

simetri¢an u odnosu na os y. U deformiranom je polozaju os simetrije simetrala kuta rotacije
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mehanizma 4. Simetrija omogucava da se rotacijski podatljivi mehanizam s lisnatim
oprugama modelira kao pseudo—kruti model ¢etveroStapnog mehanizma na nacin prikazan na
Slici 4.16a. Prilikom primjene ove metode vazno je voditi raCuna da su dva zgloba s
oprugama, koji su na suprotnoj stani od smjera rotacije mehanizma, smjeStena u rubnim
toCkama lisnatih opruga, a druga dva zgloba na udaljenosti yL od dva prethodno spomenuta
zgloba kao $to je prikazano na Slici 4.16a. Metodom konac¢nih elemenata koeficijent y je
optimiziran na nacin da se minimizira bezdimenzijsko odstupanje krajnje tocke mehanizma za
veliki kut rotacije od 63° (1,1 rad) te su dobiveni polinomni izrazi ovisnosti te veli¢ine o

parametru geometrije mehanizma n [Jensen, Howell, 2002]

7 =2,208105-10,0489n +27,83212n* —37,7021n> +25,032n" —6,5358n° 470,

za0,5<n<1,0

¥ =0,811175-0,03329%+0,008143n> —0,00075x° w

zal1l,0<n<4,0

Duljine Stapova pseudo—krutog modela cetveroStapnog mehanizma prikazane na Slici 4.16b

definirane su pak izrazima [Jensen, Howell, 2002]

r=r=yL (4.72)

= = (W) + B (1) @73)

1z Slike 4.16b zakljuc€uje se da su pripadajuci kutovi 319 1 $30, Stapova mehanizma prema osi x,
poznati dok se kutovi %y 1 $40 mogu izraunati prema Freudensteinovim jednadzbama za

model ¢etveroStapnog mehanizma koje glase [Jensen, Howell, 2002]

1, €08y + 15 cos S, =7 c0s Y +r, cos Yy, (4.74)
r,sinG,, +rsin Yy, =1 sin G, +1,sin Yy, (4.75)

Indeks 0 u izrazima (4.74) i (4.75) oznacava vrijednosti kutova modela cetveroStapnog
mehanizma u nedeformiranom polozaju. Pripadajuéi kutovi koje Stapovi mehanizma zatvaraju
s osi x u deformiranom polozaju prikazani su na Slici 4.17. Izrazima (4.74) 1 (4.75) isto tako
izracunavaju se 1 kutovi modela Cetverostapnog mehanizma u deformiranom poloZaju, ali se

tada u indeksima oznaka kutova izostavlja 0.
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Slika 4.17 Kutovi Stapova pseudo—krutog modela cetveroStapnog mehanizma prema osi x u

deformiranom poloZaju

Prema Slici 4.17, za kutove, vrijedi
4 =95 (4.76)
& =8,-9 (4.77)
dok se preostali kutovi %, 1 $4 mogu odrediti iz izraza (4.74) 1 (4.75).

Princip optimizacije pseudo—krutog modela tijela (pri kutu $ = 63°) na temelju rezultata
numerickog modela kona¢nim elementima primijenjen je i pri odredivanju krutosti pojedine
ekvivalentne opruge CetveroStapnog mehanizma optimiziranjem koeficijenta krutosti Ke 4, pa

vrijedi [Jensen, Howell, 2002]
K=yKg,— (4.78)

gdje je
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Kg 4 =1,075835+6,818114n—13,6023n* +11,52314n —3,53289n"
’ (4.79)

za 0,5<n<1,0

Ko, =2,241032+0,0476552—0,00491n°
’ (4.80)

zal,0<n<4,0
Nakon definiranja krutosti ekvivalentnih opruga modela Cetverostapnog mehanizma moze se
principom virtualnih radova definirati ovisnost momenta o kutu rotacije rotacijskog

podatljivog mehanizma. Moment tada glasi [Jensen, Howell, 2002]

rysin( % —9,) rysin(% - %)

M=T,+T,—(T, + T —(G+T)) —————= 4.81
2+ h(h 2)rzsin(l94—l92) (T3 4)r4sin(94—92) (481)
gdje su 7; pomo¢ni momenti za koje vrijedi da je
=K(% 820)
,=K(% -%+9%)
(4.82)
T3=K( -%+9)
T, =K(9, )

Najveci dopusteni kut rotacije mehanizma odreden je najve¢im dopuStenim naprezanjem. U
ovom slucaju, najvece je naprezanje definirano kvadratnim polinomom [Jensen, Howell,

2002]

(o)

max

_Et s
R(SS +5,9%) (4.83)
u kojem su S 1 .5, koeficijenti ovisni o znacajki n, a dobiveni su takoder analizom metodom

konac¢nih elemenata [Jensen, Howell, 2002], te glase

S, =0,189394 +0,899845n — 0,4333n> +0,097866n° —0,008391" (4.84)

S, =-0,09799+0,9829951n —0,96184n> +0,413319x° —0,008387n" +

4.85
+0,00653n° (485)

Autori pseudo—krutog modela cetveroStapnog mehanizma [Jensen, Howell, 2002] nisu
postavili izraze za izracun parazitnog pomaka rotacijskog podatljivog zgloba jer smatraju da
se ovom metodom ne mogu dobiti dovoljno tocni izrazi. Radi usporedbe s drugim metodama,

za parazitni pomak pseudo—krutog modela CetveroStapnog mehanizma u ovom su radu, a
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prema Slici 4.18 izvedeni 1zrazi koji definiraju taj pomak.

Slika 4.18 Prikaz parazitnog pomaka podatljivog zgloba primjenom pseudo—krutog modela

CetveroStapnog mehanizma

Temeljem geometrijskih odnosa vrijedi da je
9 9
B,A,| = |OO‘|+|BZO|cos(a +5j+|A1'o'| cos((x +5j=|Bzc|+|CD| -|DA,|  (4.86)
odnosno
d+Lcose, =L(1-y)cose, +yLcosg, —Lsinasing (4.87)

gdje su
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g =%(2194 —n+9) (4.88)

& =a+§ (4.89)

Sredivanjem izraza (4.87) 1 dijeljenjem s L dobiva se konacni izraz za izraCun normalizirane

veliCine parazitnog pomaka
iz;f(cosgl —cosgz)—sinozsing (4.90)
L 2

Faza parazitnog pomaka ¢, je prema Slici 4.18 definirana izrazom

(4.91)

_9
Y73

U programskom paketu MATLAB implementiran je analiticki izra¢un pseudo—krutog modela
cetveroStapnog mehanizma [MATLAB, 2010] ¢iji je dijagram dan je na slici 4.19 gdje je

vidljivo da:

— Poznata je geometrija rotacijskog mehanizma (L, b, ¢, ), materijal lisnatih opruga (E)

te najveci kut rotacije mehanizma (ax).
— Pomocu izraza (4.62) izracunava se bezdimenzijska znacajka n.

— Ako vrijedi uvjet 0,5 < n < 1 izraCunava se prema (4.70) karakteristicni koeficijent

zakrivljenosti y, a prema (4.79) koeficijent krutosti Ke 4.
— Ako pak vrijedi uvjet 1 <n <4 te se vrijednosti izraCunavaju iz izraza (4.71) 1 (4.80).

— Duljine Stapova pseudo—krutog modela cetveroStapnog mehanizma ry, 1y, 3 1 74

izraCunavaju se prema izrazima (4.72) i (4.73).

— Pomocu izraza (4.74), (4.75), (4.76) i (4.77) izraCunavaju se kutovi Stapova
mehanizma prema osi x u pocetnom i u zakrenutom polozaju: 99, $20, 330, $10, $1, %2,

931 94.
— Primjenom izraza (4.78) izraCunava se krutost ekvivalentnih opruga K.
— Pomo¢éni momenti T, 75, T3, T4 izraCunavaju se prema (4.82).

— Konacno, koristenjem izraza (4.81), (4.90), (4.91) 1 (4.83) izraCunavaju se moment M,
normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka d/L, faza parazitnog pomaka ¢ te najvece

naprezanje Omax.
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v, Koa— (4.70), (4.79) %

Y, K®,4 —>(471), (480) ’

ri, 12, 13, 14 = (4.72), (4.73)

810, $20, F30, 20 — (4.74), (4.75)
91, H, $3, 94 — (4.74), (4.75), (4.76),(4.77)

e ]

K — (4.78)

Tl, Tz, T3, T4—>(482)

M, d, ¢, omax — (4.81),
(4.90), (4.91), (4.83)

Slika 4.19 Dijagram toka programskog rjesenja pseudo—krutog modela cetverostapnog

mehanizma

Na Slici 4.20 je za taj algoritam prikazano odgovarajuce korisnicko sucelje na kojemu je kao
primjer prikazan proracun s istim ulaznim podacima kao i u cjelini 3.5 za primjer proracuna

Elastica metodom.
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B FourBar Ejl= &
— ULAZNI PODACI — DIJAGRAM
— Geometrija Izabrati dijagram
Duljina lisnate opruge, L (mm) 118 Qvisnost momenta o kutu rotacije v:
Sirina lisnate opruge, b (mm) 30
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0.5 05
Kut izmedu opr. i vertikale, Alfa (deg) 45
04;
— Materijal ‘é‘
Modul elastiénosti, E  (N/mm2) | 131000 Z 03}
5
i £ 0.2}
— Kutovi =)
. _ =
Maksimalni zakretni kut, ThetaMax (deg) 30 0.1
(Iscrtava se dijagram za kutove manje od ThetaMax)
% 10 20 30
RACUNAJ
Theta (deg)

Slika 4.20 Graficko korisni¢ko sucelje programskog rjeSenja pseudo—krutog modela

cetveroStapnog mehanizma

Rezultati prorac¢una / izlazni podaci iz programa su:

Za definirani maksimalni kut rotacije mehanizma $,,x = 30° programsko rjesenje pritiskom na

dugme RACUNALI, za raspon kutova 0 < 9 < ., crta sljedeée dijagrame:

* Dijagram ovisnosti momenta o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.20).

= Dijagram ovisnosti rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.21a).

= Dijagram ovisnosti normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije

mehanizma (Slika 4.21b).

= Dijagram ovisnosti faze parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.21c).

= Dijagram ovisnosti najveceg naprezanja o kutu rotacije mehanizma (Slika 4.21d).

Prema Slikama 4.20 1 4.21 uoCava se da moment potreban za dobivanje odredenog kuta

rotacije mehanizma, rotacijska krutost mehanizma, normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka,

faza parazitnog pomaka i najvece naprezanje dobiveni metodom pseudo—krutog modela

cetveroStapnog mehanizma linearno rastu s porastom kuta rotacije mehanizma.
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Slika 4.21 Dijagram ovisnosti rotacijske krutosti (a), normalizirane veli¢ine parazitnog

pomaka (b), faze parazitnog pomaka (c) te najveéeg naprezanja (d) o kutu rotacije

mehanizma

Nesto novija metoda koja takoder primjenjuje pristup metode pseudo—krutog modela tijela je
metoda opisana u referenci [Pei et al., 2009] 1 prikazana je na Slici 2.21. U tom je radu
definiran 1 parazitni pomak rotacijskog podatljivog mehanizma cija se veli¢ina u

horizontalnom 1 vertikalnom smjeru moze izracunati prema izrazima [Pei et al., 2009]

2

/4

d, = Hsing| 1—t sin” o 1 4.92
" - me 7*=2N(y—-N)(1-cos9) (452)

2

/4

4 sin’ o
d,=H|cos%—-1+- || tancx -1-1 4.93
¥ ( N] y*=2N(y-N)(1-cos ) (359
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gdje je
15N?
= ' 4.94
4 2-3N+18N? (459
:HfH (4.95)
f

Prema Slici 2.21 za simetri¢ne rotacijske podatljive mehanizme vrijedi H = Hy, pa se iz izraza

(4.94)1(4.95) dobivadaje N=0,751y=10,75.

Ukupna veli€ina parazitnog pomaka se onda moze izracunati prema izrazu

d=\d; +d; (4.96)

a faza parazitnog pomaka prema

@ = arctan ;{—H (4.97)

v

4.3 Geometrijska metoda zglobnog Cetverokuta

Rotacijski podatljivi mehanizam s lisnatim oprugama moze se aproksimirati i zglobnim
cetverokutom kako je to prikazano na Slici 4.22b. U ovom se sluc¢aju uopcée ne uzimaju u
obzir ni savijanje greda kojima se aproksimiraju lisnate opruge ali ni utjecaj aksijalnih sila na
momente koji utjeCu na savijanje greda te tako 1 na ponasanje mehanizma [De Bona,

Zelenika, 1993].

Slika 4.22 Zglobni ¢etverokut (a) 1 aproksimacija rotacijskog podatljivog mehanizma

zglobnim Cetverokutom (b)
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Postave geometrijskog modela zglobnog Cetverokuta najlakse je shvatiti na jednostavnom

primjeru translacijskog mehanizma prikazanog na Slici 4.22a. U tom se slucaju rotacijom
Stapa AC za kut p, zakrece i Stap BD, a kruto tijelo AB vrsi translacijsko gibanje. 1z slike je
vidljivo da je pomak krutog tijela identi¢an pomaku tocke A u polozaj A'.

Iz trokuta AAA'C odreduje se pomak tocke A pri ¢emu vrijede jednadZbe za pomak po

glavnom stupnju slobode gibanja f'te parazitno spustanje pokretnog tijela za veli¢inu a
f=Lsinp (4.98)
a=L(1-cosf) (4.99)

Normalizirane veli¢ine pomaka dobivaju se dijeljenjem izraza (4.98) i1 (4.99) s duljinom Stapa

L pa vrijedi
%zsinﬂ (4.100)

9 1-cosp (4.101)
L

UvrsStavanjem izraza (4.100) u (4.101), u slucaju kada vrijedi f/L << 1, pomak krutog tijela u
horizontalnom smjeru iznosi [De Bona, Zelenika, 1993]

2
%zl—cos(arcsin%] z%j;—z (4.102)

Opisani postupak moZe se na istovjetan nacin primijeniti i na rotacijski podatljivi mehanizam
prikazan na Slici 4.22b, odnosno na trokute AB1AjA;' 1 AB,AA;' kako bi se u koordinatnom
sustavu xy odredio polozaj mehanizma u deformiranom stanju, a time i primarni pomak
pomicnog bloka u poloZaj definiran tockama A;' 1 A,' ali 1 parazitni pomak tocke O u O' [De

Bona, Zelenika, 1993]. U tom se slucaju dobije rjesenje u obliku kvadratne jednadzbe

Ax* +Bx+C=0 (4.103)
s koeficijentima
A=8cos’ g
2
: , 9
B =8Lsina cos$cos 5 (4.104)

C=2I" (sin2 o cos’ g —sin? 3)
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Dobivaju se, budu¢i da postoje dva moguca smjera rotacije mehanizma, dvije moguce

koordinate tocke A,' u smjeru osi x

—B++B*-44C

XpyisXpoy = Yy (4.105)
Odabire se smjer rotacije mehanizma prikazan na Slici 4.22b pa vrijedi
XAT:—B+\/Bz—4AC (4.106)
24
Moguce y koordinate tocke A,' dobivaju se uporabom Pitagorinog poucka, pa vrijedi
Yy s Vars =i\/L2 —(Lsin%—xmzj (4.107)
Na Slici 4.22b vidljivo je da uvijek vrijedi ya> > 0, pa je tako
Yo = \/Lz —(L sin%— xAZ,ZJ (4.108)
Na analogan nacin moguce je dobiti 1 koordinate tocke A;' u smjeru osi x
X, =X,y +Lsinacos Y (4.109)
te u smjeru osi y
Var =Vay —Lsinasing (4.110)
Koordinate tocke O, prema Slici 4.22b definirane su izrazima
X, =0 (4.111)
L 4.112)

O=
2cosa

Za slucaj prikazan na Slici 4.22b koordinate tocke O' izraCunavaju se iz trokuta AO'A;'A;'

prema jednadzbama

x0,=xA2.+§sin(a—.9) (4.113)

Vo =yA2,—§cos(a—l9) (4.114)
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Pomak tocke O u polozaj O' u smjeru osi x, uz (4.111), iznosi tada
d, =x, (4.115)
u smjeru osi y pomak tocke O u O' je pak
dy =Yoo= Yo (4.116)
Veli¢ina i faza parazitnog pomaka se mogu izraunati primjenom izraza (4.96) i (4.97).

Geometrijska je metoda u drugom obliku primijenjena i u referenci [ Troeger, 1962], a kako bi
se odredio parazitni pomak rotacijskog podatljivog mehanizma. Rotacijski podatljivi
mehanizam promatra se kao da na jednom kraju nema krutog tijela, posljedi¢no, relativna
udaljenost slobodnih krajeva lisnatih opruga viSe nije konstantna. Lisnate opruge rotacijskog
mehanizma su neovisno optere¢ene jednakim momentima na pripadaju¢im slobodnim
krajevima. Pomak geometrijskog sredista se, nadalje, neovisno promatra kao da je 'vezan' uz
pomak jedne odnosno druge lisnate opruge, te su dobivena dva krajnja polozaja
geometrijskog srediSta. Utvrdeno je da u oba slucaja veli¢ina parazitnog pomaka iznosi

[Troeger, 1962]

d'="% 2 _cos2 (4.117)

Ako se izraz (4.117) napiSe u obliku reda funkcije uz pretpostavku da su kutovi rotacije

mehanizma mali, dobiva se

d':QSZ (4.118)
24

Potom je provedena analiza ponasanja mehanizma kada su slobodni krajevi lisnatih opruga
pricvrSéeni za kruto tijelo i utvrdeno je da u tom slucaju veliina parazitnog pomaka iznosi

[Troeger, 1962]
2

d:M:Eg2 (4.119)

pa parazitni pomak u horizontalnom i u vertikalnom smjeru iznosi
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d, =—9 cos— (4.120)

d, =—9% sin— (4.121)

Faza parazitnog pomaka moze se izraunati primjenom izraza (4.97).

Nekoliko je autora u svojim radovima analiziralo samo parazitne pomake rotacijskih
podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama primjenom kinemati¢kog modela rotacijskog
podatljivog mehanizma s lisnatih oprugama [Wuest, 1950], [Hasselmeier, 1954] te
[Hildebrand, 1958]. Kinematickim se modelom gibanje geometrijskog sredista rotacijskog
podatljivog mehanizma aproksimira kotrljanjem (odvaljivanjem) dvaju valjaka (kruznica).
Autori su dobili identi¢ne izraze kojima se definira veli¢ina parazitnog pomaka u vertikalnom

i u horizontalnom smjeru, koji glase

L

Y 12cosa a (4.122)
L

N osa 4 (4.123)

Velicina i faza parazitnog pomaka se, naravno, jo§ jednom mogu izracunati primjenom izraza

(4.96) i (4.97).

U ovoj su cjelini doktorske disertacije opisani razli¢iti analitiCki pristupi izraCunavanja
rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama, a u programski paket MATLAB
implementirani su analiticki izraCuni metodom priblizne zakrivljenosti, metodom
pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom i CetveroStapnog mehanizma te geometrijske
metode zglobnog Cetverokuta. Rezultati dobiveni tim metodama ¢e u sedmom poglavlju biti
usporedeni s rezultatima dobivenima metodom konacnih elemenata. Time ¢e se ne samo
odrediti utjecaj konstrukcijskih parametara na ponasanje rotacijskih podatljivih mehanizama s
lisnatim oprugama, nego ¢e se omoguciti i odredivanje granice primjenjivosti pojedinih

(pribliznih) metoda proraCuna u ovisnosti o zahtijevanom stupnju to¢nosti samoga proracuna.
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S5 Eksperimentalna mjerenja

Nakon $to su u dosadasnjem izlaganju opisane razlicite analiticke metode izra¢una rotacijskih

podatljivih mehanizama, u ovoj ¢e cjelini doktorske disertacije, u cilju vrednovanja rezultata

numerickog modeliranja ponaSanja rotacijskih podatljivih mehanizama, biti govora o

eksperimentalnim mjerenjima dostupnima u literaturi. Eksperimentalni rezultati kasnije ¢e se

usporediti i s rezultatima numeric¢ke analize metodom kona¢nih elemenata koja ¢e biti opisana

u iducoj cjelini.

Prilikom izrade 1 montaZe rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama potrebno

je voditi racuna o nekoliko ¢imbenika:

Potrebno je, prema preporukama [Ashwell, 1950], odabrati omjer »*/(#r) na nadin da
se izbjegne ili barem svede na manju mjeru pojava antiklastickog efekta ¢ak 1 pri
najve¢im kutovima rotacije mehanizma.

Treba koristiti kalibrirane montazne stege kako bi se osigurala jednaka duljina lisnatih
opruga i sprijecila njihova deformacija i prednaprezanje prilikom montaze [Nickols,
Wunsch, 1951].

Preporuca se spregnuti lisnate opruge stezacima u obliku slova U jer se na taj nain
osigurava blizak kontakt ruba stezaca i lisnate opruge, posljedi¢no postize se jednaka
aktivna duljina lisnate opruge po njenoj Sirini [Nat. Phy. Lab., 1956]. Na Slici 5.1a
prikazan je ravan, a na Slici 5.1b steza¢ u obliku slova U.

Eventualne nelinearnosti koje bi proizaSle iz nesavrSenosti montaze mogucée je
minimizirati zajedniCkom strojnom obradom oba dijela ukljeStenja (fiksnog dijela i

same stezne plocice) [Zelenika, De Bona, 2002].
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= Materijal lisnatih opruga treba omoguci ¢im vecu podatljivost mehanizma, $to znaci
da lisnata opruga treba omoguciti ¢im veci progib, a da pritom naprezanja ne premase
dopustena [Howell, 2001]. Kako bi se ispunio spomenuti zahtjev materijal lisnatih
opruga mora imati ¢im veéi omjer granice teCenja i modula elasti¢nosti [Weinstein,
1965], [Smith, Chetwynd, 1992]. Materijal s visokim omjerom Ry /E je, primjerice,
slitina bakra 1 berilija, kod koje taj odnos poprima vrijednost Ryo/E = 10.

e
e,

<
)/3

Slika 5.1 Ravni stezac (a) 1 steza¢ u obliku slova U (b)

a) b)

U dostupnoj su literaturi pronadena eksperimentalna mjerenja koja su proveli Zelenika 1 De
Bona [Zelenika, De Bona, 2002], Siddall [Siddall, 1970], Hildebrand [Hildebrand, 1958],
Nickols i Wunsch [Nickols, Wunsch, 1951], Wuest [Wuest, 1950] te Young [Young, 1944].
Prilikom opisanih mjerenja simetricni rotacijski podatljivi mehanizmi bili su optereceni
momentom, a lisnate opruge sjekle su se u srediSnjim tockama pripadajuc¢ih aktivnih duljina.
U radu [Zelenika, De Bona, 2002] provedena su i eksperimentalna mjerenja simetri¢nih

rotacijskih podatljivih mehanizama optere¢enih momentom i vertikalnom silom.

U referencama [Young, 1944], [Nickols, Wunsch, 1951] te [Siddall, 1970] mjereni su
parazitni pomaci 1 rotacijska krutost mehanizma, dok su u referencama [Zelenika, De Bona,
2002], [Hildebrand, 1958] i [Wuest, 1950] predmet istrazivanja bili parazitni pomaci

tretiranih mehanizama.

U nastavku rada poblize ¢e biti opisana eksperimentalna mjerenja provedena od strane
Younga [Young, 1944], Nickolsa i Wunscha [Nickols, Wunsch, 1951] te Zelenike i De Bone
[Zelenika, De Bona, 2002].

5.1 Youngov eksperiment

Eksperimentalna mjerenja u radu [Young, 1944] provedena su s ciljem analize

karakteristicnih parametara rotacijskog podatljivog mehanizma (rotacijske krutosti

100



Kristina Markovié Doktorska disertacija

mehanizma 1 parazitnih pomaka) pri velikim kutovima rotacije mehanizma. Isto tako, u radu
su razvijeni 1 izrazi za izracun rotacijske krutosti mehanizma i veli€inu parazitnog pomaka
dobiveni na osnovu eksperimentalnih mjerenja. Kako bi se analizirao utjecaj promjene
geometrije na karakteristicne parametre rotacijskih podatljivih mehanizama, izvrSeno je pet
eksperimenata uz varijaciju geometrijskih karakteristika mehanizma, tj. poprecnih presjeka
lisnatih opruga, njihovih duljina 1 kutova pod kojima se sijeku (Tablica 5.1). Opruge su

izradene iz Celika, a mehanizam je optere¢en momentom.

Tablica 5.1 Geometrijske karakteristike modela koristenih u Youngovom eksperimentu

Eksperiment Y01 Y02 Y03 Y04 Y05
Duljina lisnate opruge, L (mm) 76,2 76,2 76,2 76,2 38,1
Sirina lisnate opruge, b (mm) 9,525 9,525 9,525 11,94 11,94
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0,3048 0,3048 0,3048 0,2159 0,2159
Kut izmedu opruga, 2a (°) 30 60 90 60 60
Modul elasti¢nosti, £ (N/mm®) 210000 210000 210000 210000 210000

Na Slici 5.2 prikazani su rezultati mjerenja rotacijske krutosti dobiveni u tome radu.

0,35 1
2 03 ,_l»ﬁr—‘Lr ===
8 e ‘__’_k ’ﬂ‘—’— f_‘_ —— -
ER 0B egma—e—F— ' —— YOI
SE 02 Y02
£ ——— — Yo
& ’ - .-
0,05 o Y0
0 ‘ | ‘ ‘ | |
0 10 20 30 40 50 60

Kut rotacije mahanizma, 3 (°)
Slika 5.2 Ovisnost rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma

Eksperimentom se ispitala ovisnost rotacijske krutosti o kutu izmedu lisnatih opruga (YOI,
Y02 i YO3) rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama i o njihovoj duljini (Y04
1 Y05). UocCena je linearna ovisnost rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma.
Usporedbom rezultata mjerenja Y01, Y02 1 Y03 uoceno je da se ovisnost rotacijske krutosti o
kutu izmedu opruga moZe izraziti potenciranjem vrijednosti kuta potencijom 1,4.
Usporedbom mjerenja Y04 1 Y05 uocena je pak obrnuto proporcionalna ovisnost rotacijske

krutosti o duljini lisnatih opruga.
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Temeljem dobivenih rezultata mjerenja postavljen je izraz za rotacijsku krutost

K=nﬂ+ll<i (5.1)
L 2

gdje je n broj lisnatih opruga.

Prvi pribrojnik u izrazu (5.1) je krutost opruge pri kutu 9 = 0°, dok drugi pribrojnik
predstavlja prethodno spomenuti linearni rast rotacijske krutosti ovisan o kutu rotacije 4

rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama.

Pri tome je

2 1,4
K = 23668(%} (5.2)

Predmet provedenih istrazivanja bilo je i utvrdivanje normalizirane veliine parazitnog
pomaka rotacijskog podatljivog mehanizma d/L. Mjerenja parazitnih pomaka u smjerovima
osi x 1 y, a time ni faze parazitnog pomaka ¢ nisu provedena. Provedena su tri razlicita
mjerenja pri ¢emu je geometrija lisnatih opruga ostala nepromijenjena, a varirani su kutovi

izmedu njih i to redom 2a = 30°, 60° 1 90° (YOI, Y02 1 YO03).

Na Slici 5.3 vidljiva je ovisnost normalizirane veliine parazitnog pomaka d/L o kutu rotacije

mehanizma 9 dobivena od strane Younga [Young, 1944].
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o
—
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0,06 e I Y01

0,04 -A - Y03
0,02 — T -

Normalizirana veli¢ina
parazitnog pomaka, d/L
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Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

Slika 5.3 Ovisnost normalizirane veliine parazitnog pomaka mehanizma o kutu rotacije

mehanizma

Dani su i polinomi koji opisuju spomenutu ovisnost. Dobivene vrijednosti moguce je tako

aproksimirati sljede¢im polinomima cetvrtog reda [Young, 1944]
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=0,0224829-0,1508449% +0,5031439° —0,3276159* za Y01 (5.3)
=-0,0164159+0,2007439% —0,2507259> +0,1975399*  za Y02 (5.4)

=0,0236809—0,0402149 +0,2383119° —0,0808269* zaY03  (5.5)

Nl N N

Iz Slike 5.3 lako je zakljuciti da normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka mehanizma, osim s

porastom kuta rotacije mehanizma, raste i s rastom kuta o lisnatih opruga prema vertikali.

5.2 Nickolsov i Wunschov eksperiment

Cilj eksperimenta opisanog u radu [Nickols, Wunsch, 1951] utvrdivanje je utjecaja promjene
duljine 1 debljine lisnatih opruga na rotacijsku krutost mehanizama, dok je pri utvrdivanju
parazitnih pomaka varirana duljina opruga. Kut izmedu lisnatih opruga je konstantan 1 iznosi

20.=90°, a lisnate opruge izradene su iz Celika.

U Tablici 5.2 dane su geometrijske karakteristike modela koristenih u Nickolsovom i

Wunschovom eksperimentu.

Tablica 5.2 Geometrijske karakteristike modela koriStenih u Nickolsovom 1 Wunschovom

eksperimentu
Eksperiment NO1 - NO5 NO6 - N10 NI11 - N15
Duljina lisnate opruge, L (mm) 4,0132 10,414 16,764
Sirina lisnate opruge, b (mm) 6,272 6,272 6,272
0,127 (NO1) 0,127 (N06) 0,127 (N11)
0,165 (N02) 0,165 (NO7) 0,165 (N12)
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0,254 (NO3) 0,254 (NO8) 0,254 (N13)
0,381 (N04) 0,381 (N09) 0,381 (N14)
0,508 (NO5) 0,508 (N10) 0,508 (N15)
Kut izmedu opruga, 2a (°) 90 90 90
Modul elasti¢nosti, £ (N/mm?) 189605 189605 189605
Pretpostavljeno je da vrijedi izraz za rotacijsku krutost
K = z% (5.6)

te je eksperimentom utvrdena vrijednost varijable Z.
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Zglob je optere¢ivan momentom dok je istovremeno mjeren kut rotacije zgloba. Na osnovu

dobivenih vrijednosti izraCunava se rotacijska krutost mehanizma.

Rezultati mjerenja dani su tabli¢no (Tablica 5.3).

Tablica 5.3 Eksperimentalne vrijednosti rotacijske krutosti mehanizma

Eksperiment | K (Nm/rad) Z(-)
NO1 0,2169 2,917
N02 0,3966 3,086
NO3 1,3976 3,129
No04 5,0244 2,905
NO5 9,3676 3,056
NO06 0,0757 3,313
NO7 0,1706 3,293
NO8 0,5909 3,233
NO09 2,2766 3,401
N10 4,4629 3,338
N11 0,0610 3,621
N12 0,1073 3,336
N13 0,3830 3,580
N14 1,4586 3,464
N15 2,5614 3,603

Uocena je ovisnost varijable Z o duljini koriStenih opruga te je postavljen odgovarajuci izraz

" 1+0.889

(5.7)

Na Slici 5.4 dana je ovisnosti kuta rotacije mehanizma o momentu kojim je zglob opterecen.
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Slika 5.4 Ovisnost momenta M o kutu rotacije mehanizma 4
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Prema Slici 5.4 moguce je zamijetiti linearnu ovisnost momenta potrebnog za dobivanje
odredenog kuta rotacije o tom kutu za kutove rotacije manje od 15°. Rezultati su dani za
geometrije zglobova NO03, NO8 i N13, a kod svih eksperimentalnih mjerenja debljina lisnatih
opruga je ¢t = 0,254 mm. Uocava se da je moment potreban za postizanje odredenog kuta
rotacije mehanizma obrnuto proporcionalan duljini lisnatih opruga pa se najveéi moment

pojavio kod modela NO3, a najmanji kod modela N13.

Na Slici 5.5 dana je ovisnost rotacijske krutosti mehanizma o debljini lisnatih opruga
dobivena eksperimentalnim mjerenjima, te je utvrdeno da je odstupanje eksperimentalnih
rezultata od rezultata dobivenih koriStenjem aproksimacijskih izraza (5.6) i (5.7) manje od

1,5%.
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Slika 5.5 Ovisnost rotacijske krutosti mehanizma o debljini lisnate opruge
Na Slici 5.5 vidljivo je da debljina lisnatih opruga utjece na rotacijsku krutost, odnosno da
rotacijska krutost podatljivog mehanizma eksponencijalno raste s porastom debljine.

Predmet istrazivanja Nickolsa i Wunscha bio je i parazitni pomak koji se promatra u ovisnosti
o kutu rotacije mehanizma, dok mjerenja parazitnih pomaka u smjerovima osi x i y, a time ni
faze parazitnog pomaka ¢ nisu provedena. Graficki prikaz dobivenih rezultata dan je na Slici
5.6. Najmanja normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka javila se kod geometrije podatljivog

mehanizma N13, a najve¢a kod NO3.
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Slika 5.6  Ovisnost normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije

5.3 Zelenikin i De Bonin eksperiment

U dostupnoj literaturi opisana su i eksperimentalna mjerenja koja su proveli Zelenika i De
Bona 2002. godine [Zelenika, De Bona, 2002]. Cilj eksperimenta je, uz mjerenje veli¢ine
parazitnog pomaka rotacijskog podatljivog mehanizma u ovisnosti o kutu rotacije zgloba, 1
mjerenje faze jer je provedba eksperimenta omogucavala mjerenje komponenti parazitnih
pomaka dy i dy u smjerovima osi x i y. Eksperiment je proveden u novije vrijeme kada je, u
odnosu na prethodno opisana eksperimentalna mjerenja, na raspolaganju bila 1 mnogo
preciznija mjerna oprema. Mjerenja su stoga omogucila puno manju nepouzdanost ¢ime se,
kako ¢e se naknadno i pokazati, moze ostvariti i puno bolje poklapanje rezultata mjerenja s
rezultatima dobivenim analizom metodom kona¢nih elemenata, te ¢e stoga provedba ovih

eksperimentalnih mjerenja biti neSto detaljnije opisana.

5.3.1 Provedba eksperimentalnih mjerenja

U radu [Zelenika, De Bona, 2002] uvazene su sve preporuke za izradu i montazu rotacijskih
podatljivih mehanizama opisane na pocetku cjeline, a lisnate opruge izradene su iz slitine
bakra 1 berilija. Eksperimentalna mjerenja provedena su na rotacijskom podatljivom zglobu

optere¢enom momentom s geometrijskim karakteristikama i karakteristikama materijala
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danim u Tablici 5.4.

Tablica 5.4 Geometrijske karakteristike modela koriStenog u Zelenikinom i De Boninom

eksperimentu
Eksperiment ZdB
Duljina lisnate opruge, L (mm) 115
Sirina lisnate opruge, b (mm) 15
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0,5
Kut izmedu opruga, 20 (°) 90

Modul elasti¢nosti materijala lisnatih opruga,

131000
E (N/mm?) (slitina bakra i berilija)

Modul elasti¢nosti materijala ostalih dijelova mehanizma,

200000
E (N/mm?) (elik AISI 304)

Na Slici 5.7 prikazan je eksperimentalni postav.

ROTACIJSKI — TROREFLEKTOR
MEHANIZAM : —
= |V
DIFERENCIJALNI

INTERFEROMETAR  ~_|

INTERFEROMETAR S
JEDNOM ZRAKOM

——
——
~—

Slika 5.7 Eksperimentalni postav [Zelenika, De Bona, 2002]

Za precizno i tono mjerenje putanje tocke u trodimenzijskom prostoru u radu se koristi
laserska interferometrijska trijangulacijska tehnika sljedbe trajektorije. Retroreflektor se
pri¢vr§¢uje na pomi¢ni dio mehanizma, a mjere se promjene udaljenosti retroreflektora od

triju laserskih interferometara. Buducéi da se u slucaju mjerenja parazitnog pomaka rotacijskog
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podatljivog mehanizma radi o sljedbi trajektorije u ravnini, tj. problem je dvodimenzijski,
uvodi se pojednostavljenje pa se za tu svrhu koriste dvije laserske zrake koje omogucuju
mjerenje veli¢ine parazitnih pomaka dy 1 dy u smjerovima osi x 1 y. Istovremeno se tre¢im
laserskom snopom te koriStenjem diferencijalnog laserskog interferometrijskog sustava

provodi i mjerenje kuta rotacije zgloba.

Koristenjem takvog eksperimentalnog postava postignuta je razlu¢ivost mjerenja od 10 nm pri
mjerenju linearnih pomaka, dok je za kutne pomake postignuta razlucivost od 0,2 prad (tj.
bolja od 0,05 lu¢nih sekundi). Maksimalni kut rotacije zgloba za koje su provedena mjerenja
iznosio je 30°. Rezultiraju¢a mjerna nesigurnost je zanemariva, a uglavnom je uzrokovana

sustavnim pogreskama (npr. pogreske pri montazi...), utjecajem okoline itd.

5.3.2 Rezultati eksperimentalnih mjerenja

Mjerenja, opisana u radu [Zelenika, De Bona, 2002], dala su rezultate prikazane na Slici 5.8

gdje se vidi ovisnost normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma.

0,04

0,03 //

0,02 vd

/
0,01 //
//

0 5 10 15 20 25 30

Normalizirana veli¢ina parazitnog
pomaka, d/L

Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

Slika 5.8 Ovisnost normalizirane veliine parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma

S obzirom da su mjereni parazitni pomaci dx 1 dy u smjerovima osi x 1 y, kako je prikazano na
Slici 5.9, bilo je mogucée izracunati i fazu parazitnog pomaka mehanizma ¢. Iz Slike 5.9

vidljivo je da se faza ¢ moze izra¢unati pomocu izraza

Q= arctan% (5.8)
y
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Slika 5.9  Prikaz mjerenih parazitnih pomaka dx i dy 1 faze parazitnog pomaka ¢

Promjena faze parazitnog pomaka ¢ u ovisnosti o kutu rotacije rotacijskog podatljivog

mehanizma dobivena u [Zelenika, De Bona, 2002] dana je na Slici 5.10.
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Faza parazitnog pomaka, ¢ (°)
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Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

Slika 5.10 Ovisnost faze parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma

Promjena faze ¢ parazitnog pomaka gotovo je linearno ovisna o promjeni kuta rotacije
mehanizma 4, ali se za male kutove rotacije uocava dosta velika nepouzdanost mjerenja

uzrokovana dijeljenjem dvije vrlo male mjerene veliCine (dy 1 dy) Cije je rasipanje usporedivo
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sa samom mjerenom veli¢inom. Nepouzdanost rezultata mjerenja stoga opada s porastom kuta

rotacije kada mjerene veliCine dyx 1 dy rastu.

U Tablici 5.5 dane su geometrijske karakteristike modela koriStenih u eksperimentalnim
mjerenjima opisanima u referencama [Siddall, 1970], [Hildebrand, 1958] i [Wuest, 1950], dok

su rezultati mjerenja prikazani u poglavlju 6.4.

Tablica 5.5 Geometrijske karakteristike modela koristenih u Siddallovom, Hildebrandovom 1

Wuestovom eksperimentu

Eksperiment (S) Siddall (H) Hildebrandt (W) Wuest
Duljina lisnate opruga, L (mm) 10 80 27
Sirina lisnate opruge, b (mm) 6 10 4,1
Debljina lisnate opruge, ¢ (mm) 0,381 0,14 0,5
Kut izmedu opruga, 2a (°) 90 90 90

U ovoj je cjelini disertacije, s ciljem u nastavku rada vrednovanja rezultata numerickog
modela dobivenog metodom konac¢nih elemenata, bilo govora o eksperimentalnim mjerenjima
ponasanja rotacijskih podatljivih mehanizma s lisnatim oprugama dostupnima u literaturi za
razli¢ite konstrukcijske konfiguracije mehanizama 1 pri razli¢itim pouzdanostima izloZenih

tehnika mjerenja.
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6 Numericki model simetri¢nog

rotacijskog podatljivog mehanizama

U prethodnim poglavljima opisani su analiticki modeli i dani rezultati eksperimentalnih
mjerenja, dok ¢e se u ovom poglavlju opisati numericki model ponasanja razmatranih

mehanizama razvijen primjenom metode kona¢nih elemenata.

Analiza karakteristicnih parametara rotacijskih podatljivih mehanizama metodom konacnih
elemenata (MKE) provedena je pomoc¢u programskog paketa ANSY'S [Nakasone et al., 2006],
[Ziekiewicz, 1977], [ANSYS 13.0, 2014]. Rezultati analize metodom konac¢nih elemenata
usporedit ¢e se zatim, s ciljem verifikacije predlozenog postupaka numericke analize s
rezultatima eksperimentalnih mjerenja dostupnima u literaturi. Potom ¢e se, u iducoj cjelini, s
numeri¢kim modelom usporediti i opisani analiticki modeli izraCuna parametara rotacijskih
podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama kako bi se utvrdio njihov stupanj

toénosti.

6.1 Modeliranje rotacijskog podatljivog mehanizma

Geometrija rotacijskog podatljivog mehanizma modelirana je koriStenjem programskog
paketa ANSYS. Analiza metodom konac¢nih elemenata izvrSena je za modele s geometrijskim

karakteristikama 1 karakteristikama materijala danim u Tablici 5.1 i Tablici 5.4.

lako se radi o trodimenzijskom problemu, zbog simetri¢nosti te rotacije mehanizma samo u

jednoj ravnini, programski paket ANSYS omogucuje koriStenje grednih elemenata (beam).
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Gredni elementi su jednodimenzijski linijski elementi koji sluZze za modeliranje
trodimenzijskih struktura, a racunski su ucinkovitiji od volumnih elemenata (solid) ili
elemenata ljuski (shell) [ANSYS, 2014], [Madenci, Guven, 2006]. Zbog daljnjih

pojednostavljenja, pomi¢no kruto tijelo A (Slika 6.1) takoder je modelirano uz pomo¢ grednih

elemenata. Kako bi se osigurala njegova krutost, odnosno konstantna udaljenost |A1A2

b

krutom tijelu A pridijeljen je model materijala s izrazito visokim modulom elasti¢nosti
(E = 10"* N/mm?). O na¢inu modeliranja nepomi¢nog krutog tijela B bit ¢e rije¢i u nastavku

rada.

Slika 6.1 Model rotacijskog podatljivog zgloba koji ¢e se modelirati grednim elementima

Modeliranje metodom konac¢nih elemenata zapocinje definiranjem poloZzaja lisnatih opruga

AB, 1 A,B,, odnosno definicijom koordinata njihovih rubnih tocaka (keypoints) u ravnini

xy. Rubne toCke spajaju se ravnim linijama koje su ujedno uzduzne osi lisnatih opruga. lako

lisnate opruge leZe u istoj ravnini, one nemaju zajednicku tocku ve¢ ih ANSYS 'promatra’ kao

da su mimosmjerne. Tocke u kojima su lisnate opruge A,B, 1 A,B, spojene na kruta tijela A

1B, ANSYS 'promatra’ kao ukljestenja i nije ih potrebno dodatno definirati.

Poprecni presjek konzolne grede (lisnate opruge), definira se u ravnini okomitoj na uzduznu
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os grede. Po definiciji geometrije popre¢nog presjeka, u ANSYS-u se razvija numericki
model kojim se definiraju svojstva poprecnog presjeka koriste¢i celije s devet ¢vorova (njihov
skup ¢ini poprecni presjek) [ANSYS, 2014]. Na Slici 6.2 prikazan je pravokutni poprecni
presjek koji je definiran s Cetiri ¢elije u ravnini y'z'.

2

Iz

Slika 6.2 Pravokutni poprecni presjek definiran s Cetiri ¢elije u ravnini y'z'

Kako bi se pojednostavilo ocitavanje veli¢ine 1 faze parazitnog pomaka rotacijskog
podatljivog zgloba, modelu se dodaje vitka kruta greda definirana geometrijskim srediStem
podatljivog zgloba O i tockom Aj; (tj. srediSnjom tockom krutog tijela A). Greda je uklijeStena
u tocki A, a drugi kraj joj je slobodan, pa je pomak tocke O slobodnog kraja konzole, koji se

javlja uslijed rotacije zgloba, ujedno i parazitni pomak zgloba.

6.2 Osnovne postavke za numeric¢ku analizu

6.2.1 UmreZavanje modela mehanizma

Koriste¢i odgovaraju¢e ANSYS korisnicko sucelje, model rotacijskog podatljivog mehanizma
s lisnatim oprugama umrezen je konacnim elementima. Odabrani element je BEAM189 ¢&ije
se karakteristike temelje na teoriji rjeSavanja grednih konzola koju je postavio Timoshenko
[ANSYS, 2014]. Timoshenkova teorija greda poboljsana je Euler — Bernoullijeva teorija u
kojoj je Timoshenko uzeo u obzir i utjecaj smicanja [ANSY'S, 2014]. Kako bi se postigla ¢im
veca to¢nost, a imajuci u vidu da se radi o relativno jednostavnom modelu koji nije racunski
jako zahtjevan, za umrezavanje je odabran velik stupanj diskretizacije odnosno veci broj
manjih elemenata [Nakasone et al., 2006]. ANSYS korisniku omogucuje odabir broja
elemenata ili njihovu veliinu, a postoji 1 mogu¢nost da ANSYS samostalno odabere broj

elemenata kojim ¢e se umreziti model.

Na Slici 6.3 prikazan je gredni element BEAM 189 definiran ¢vorovima I, K i J u globalnom

koordinatnom sustavu xyz, dok se ¢vorom L odreduje orijentacija elementa.
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poprecni presjek grede
Slika 6.3 Gredni element BEAM189

Na Slici 6.4 prikazan je umrezeni model rotacijskog podatljivog mehanizma, a odabrana
veli¢ina elemenata je Imm. Za prikaz je odabran model mehanizma koriStenog u
eksperimentalnim mjerenjima u referenci [Zelenika, De Bona, 2002] ¢ije su karakteristike

navedene u Tablici 5.4.

Slika 6.4 Umrezeni model rotacijskog podatljivog mehanizma

Karakteristike elementa BEAM 189 su:
= 3D kvadratni gredni element s 3 ¢vora (engl. 3—node),
= Sest stupnjeva slobode gibanja u svakom ¢voru,

= pogodan za analizu vitkih greda,
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= pogodan za linearnu i1 nelinearnu analizu (ukljucujuéi plasti¢nost i velike deformacije),
= pretpostavlja se da je vitoperenje popre¢nog presjeka zanemarivo,
* dozvoljava promjenu momenata inercije poprecnog presjeka kao funkciju uzduznog

produljenja grede.

Numericka analiza rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama provedena je u
podruc¢jima malih 1 velikih progiba, odnosno malih i velikih deformacija. Velike deformacije
dovode do znacajnije promjene geometrije problema (promjene povrsine ili debljine) Sto

dovodi do geometrijskih nelinearnosti.

U tre¢oj cjelini spomenut je antiklasti¢ni efekt, pa je ovdje potrebno izvrsiti kontrolu modela
kako bi se utvrdilo da li ¢e doéi do njegove pojave. Potrebno je izratunati odnos b%/(tr) kako
bi se odredilo da li se model moze promatrati kao greda ili kao ploc¢a, odnosno kako bi se
odredilo koji ¢e se modul elasti¢nosti primijeniti u modelu (vidjeti izraz (3.8)). Iz jednadzbe
(3.32) moze se zakljuciti da se s povecanjem optereéenja lisnate opruge smanjuje polumjer
zakrivljenosti 7 elasti¢ne linije, ¢ime se povecava vrijednost b%/(¢r). S porastom odnosa b%/(tr)
lisnata se opruga pocinje ponasati poput ploce, te je potrebno modul elasti¢nosti £ zamijeniti s
modificiranim modulom elasti¢nosti E/(1-v?). Doista, kada se lisnata opruga promatra kao
greda pretpostavlja se ravninsko stanje naprezanja, dok se u slucaju ploce pretpostavlja
ravninsko stanje deformacije [Brni¢, 1996]. Kod grede se prilikom savijanja u dijelu
poprecnog presjeka gdje vlada vlak javlja, u ovisnosti o Poissonovom broju v, poprecno
smanjenje presjeka, dok se u dijelu gdje vlada tlak javlja popre¢no proSirenje presjeka Sto sve
rezultira popre¢nom zakrivljeno$¢u prikazanom na Slici 3.2. Kod ravninskog stanja
deformacije (ploce) to je onemoguéeno (osim na samom rubu ploce) pa po gornjoj relaciji
dolazi prakticki do povecanja krutosti. Ne postoji pritom stroga granica kada se u proracunu
koristi £, a kada E/(1-v*), odnosno kada se iz ravninskog stanja naprezanja prelazi u ravninsko
stanje deformacije, ve¢ se promjena modula elasti¢nosti £ odreduje u ovisnosti o faktoru @

[Ashwell, 1950], [Angeli et al., 2006] definiranom u nastavku.

Jednadzba elasti¢ne linije, ako je optereéenje dovoljno veliko, odnosno polumjer
zakrivljenosti elasti¢ne linije lisnate opruge dovoljno mali, prelazi iz navedenog razloga iz

oblika

1.7 6.1)

u oblik
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%:%(1-%) 6.2)

Promjena modula elasti¢nosti izmedu ta dva krajnja sluaju uzima se u obzir izrazom

[Ashwell, 1950]

M

- (6.3)

1
r
Faktor @ ovisi o promjeni 5*/(r), odnosno koeficijentu ab koji se definira izrazom [Ashwell,

1950], [Angeli et al., 2006]
b
ab=43(1-v?)— 6.4
J3(1-v?) ~ (6.4)

Izraz za izraCun faktora @ je [Ashwell, 1950], [Angeli et al., 2006]

PR C YW TS 6.5)
1-v™  abJ1-12 2ab
gdje je
F(ab)=(B, + Bz)sinha?bcosa?b—(B1 —Bz)cosh%bsin%b (6.6)

f(ab)= 2(812 +B,’ )(sinh ab+sinab)+ (312 ~B,> +2B,B, )cosh absinab+

(6.7)
+(312 ~B,? —ZBle)sinh abcos ab+2(312 —Bzz)“b
. ab ab ab . ab
sinh —cos —— —cosh —sin —
BV 2 2 2 2 (6.8)
! 3(1—1/2) sinh ab +sin ab
.. ab ab ab . ab
sinh — cos— +cosh —sin —
5 _ v 2 2 2 2 (6.9)
2 3(1—1/2) sinh ab + sin ab

Provjerom vrijednosti 5*/(tr) koje se dobivaju optereé¢ivanjem rotacijskih podatljivih
mehanizama s karakteristikama danim u Tablici 5.1 i Tablici 5.4, zakljuceno je da je u nekim
stanjima opterec¢enja (pri ve¢im kutovima rotacije) potrebna korekcija modula elasti¢nosti
materijala lisnatth opruga. Za izracun faktora @ izradeno je programsko rjeSenje u
programskom paketu MATLAB koristeci izraze (6.3) do (6.9). S obzirom, pak, da je analizu

metodom konacnih elemenata potrebno provesti na velikom broju modela razli¢itih
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geometrijskih karakteristika, a kako bi se zbog znatno kra¢eg vremena racunanja u odnosu na

volumne elemente, mogli koristiti linijski elementi BEAM 189, korekcija modula elasti¢nosti

provodi se na sljede¢i nacin:

Analiza modela rotacijskog podatljivog mehanizma metodom konacnih elemenata
provodi se koriste¢i modul elasti¢nosti materijala lisnate opruge E.

Vrsi se izracun polumjera zakrivljenosti elasti¢ne linije lisnate opruge kroz tri tocke.

U ovisnosti o vrijednostima b, ¢ i r izraCunava se, primjenom izraza (6.4) do (6.9),
faktor @.

Vrsi se korekcija modula elasti¢nosti primjenom izraza

E'=QFE (6.10)
Vr$i se kona¢no analiza rotacijskog podatljivog mehanizma metodom konacnih
elemenata koriste¢i modificirani modul elasticnosti materijala lisnate opruge E'

dobiven primjenom izraza (6.10).

Na Slici 6.5, graficki je prikazana ovisnost faktora @ o promjeni vrijednosti /7 1 odnosa b/t.

1,10 b/t =500
sy — - blt =60
1,08 b/t =40
/ -
1,07 — blt =30
106 [/ — blt=25
o osll |/ e — blt =20
1,03 / // ///// — b/t=15
wll /S
1,00 =501 /0—0? 0,005 0,007 0,009
V10,002 77770,004 000,006 2 0,008 0 0,01
tr

Slika 6.5 Primjer ovisnosti faktora @ o promjeni vrijednosti #/7 1 b/t za v = 0,33 (prema

[Angeli et al., 2006])

6.2.2 Rubni uvjeti

Rubni uvjeti na modelima ra¢unatima metodom konac¢nih elemenata prikazani su na Slici 6.6.

Naime, rubnim to¢kama lisnatih opruga B; i B, onemoguceno je svih 6 stupnjeva slobode

gibanja, pa nema potrebe modelirati kruto tijelo B. Isto tako zbog dvodimenzijskog problema,

onemogucen je pomak rubnih to¢aka A; 1 A, lisnatih opruga u smjeru osi z.
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Mehanizam je optere¢en momentom u tocki Aj.

As (Az=0) A (Az=0)

(Ax=0, Ay=0, Az =0) (Ax=0, Ay=0, Az =0)

Slika 6.6 Rubni uvjeti koriStenog modela metode kona¢nih elemenata

6.2.3 Opterecenje rotacijskog podatljivog mehanizma

Analiza metodom konacnih elemenata provodi se u podrucju veéih kutova rotacije pa se, kako
bi se uzele u obzir nelinearnosti proizasle iz znaCajne promjene geometrije lisnatih opruga,
primjenjuje nelinearna analiza. Programski paket ANSYS na osnovu zadanih ulaznih
podataka (geometrije, materijala, rubnih uvjeta, optereCenja i odabira velikih deformacija)
'zakljucuje' da se radi o nelinearnoj analizi. Optereenje rotacijskog mehanizma izvodi se
inkrementalno, na nacin da se definira maksimalni moment i broj koraka povecanja momenta
od minimalne do maksimalne vrijednosti. Za svaki model pronaden je moment koji uzrokuje
zeljeni najveci kut rotacije mehanizma, a potom je broj koraka povecanja momenta odreden
tako da porast kuta rotacije mehanizma nakon svakog koraka iznosi cca. 5°. Broj koraka treba
biti takav da se moze ostvariti konvergencija rezultata Newton — Raphsonovom metodom.
Ukoliko rjesenje ne konvergira, izracun se zaustavlja te se povecava broj koraka povecanja
opterec¢enja. Doista, prilikom proracuna su se pri analizi vrlo tankih 1 dugackih lisnatih opruga
javljale poteskoce u obliku otezane konvergencije rezultata. Zbog toga se mijenjao broj

koraka povecanja opterecenja i pove¢ao maksimalni broj iteracija.

6.3 Ocitavanje rezultata

Metodom konacnih elemenata analizirani su sljede¢i Cimbenici:

= ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma o tom
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kutu 1 utjecaj antiklasticnog efekta na moment,

= rotacijska krutost u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma i utjecaj antiklasticnog efekta
na rotacijsku krutost,

* normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma,

» faza parazitnog pomaka u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma,

* najveca naprezanja koja se javljaju u mehanizmu, pri ¢emu se, naravno, najveca
naprezanja o¢ekuju u ukljestenjima [Timoshenko, 1948],

= stabilnost rotacijskog mehanizma.

Na Slici 6.7 dan je prikaz modela rotacijskog podatljivog mehanizma u deformiranom

polozaju, te je vidljiva veli€ina parazitnog pomaka d =|OO' , faza ¢ parazitnog pomaka,

polozaj rubnih tocaka u pocetnom polozaju pomi¢nog krutog tijela (A; i A,) 1 u zakrenutom
polozaju (A;' i Ay"). Na slici je prikazan model pri kutu rotacije od 30° koriSten u

eksperimentalnim mjerenjima u referenci [Zelenika, De Bona, 2002].

AN
Ay

A2 A3' A1

Slika 6.7 Prikaz rotacijskog podatljivog mehanizma u deformiranom polozaju s naznacenim

parazitnim pomakom

ANSYS omogucuje ocitavanje ukupnog pomaka svakog ¢vora mreze, pa se kut rotacije
zgloba moze izracunati kada je poznat pomak krutog tijela A koji je definiran pomakom

njegovih rubnih tocaka, a ratuna se prema izrazu
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|AyA1 | + |AJ’A2|

6.11
Lsina ( )

9 = arctan

gdje su Ay,,1 Ayg, pomaci rubnih tocaka A i A, u smjeru osi y.

U nastavku rada prikazani su rezultati metode kona¢nih elemenata za model koriSten u

eksperimentalnim mjerenjima u referenci [Zelenika, De Bona, 2002].

6.3.1 Utjecaj antiklasticnog efekta

Kao je prethodno navedeno, tijekom proraduna potrebno je izvriiti kontrolu vrijednosti b%/(tr)
kako bi se utvrdilo koliki je utjecaj antiklasticnog efekta pri kutovima rotacije od 0° <9 <45°
modela analiziranog zgloba. Dobiveni rezultati promjene faktora @ u ovisnosti o promjeni

vrijednosti #/r za omjer b/t = 30 su u konkretnom slucaju prikazani na Slici 6.8.

1,025
1,02 b/t =30

S 1,015 A
g pd
2 e
< 1,01
= L~

1,005 //

|

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035

Omyjer t/r

Slika 6.8 Promjena faktora @ u ovisnosti o omjeru t/r za b/t = 30

Najmanji polumjer zakrivljenosti elasticne linije analiziranog modela iznosi 7yin = 146,45 mm
pri kutu rotacije mehanizma od ¢ = 45°. Za polumjer zakrivljenosti rmin omjer #/r iznosi
t/rmin= 0,00341 pa faktor @ iznosi @ = 1,01938. Zakljucuje se da je za najveéi promatrani kut
rotacije mehanizma potrebno korigirati modul elasti¢nosti za manje od 2 %. Smanjivanjem
kuta rotacije, odnosno povecanjem polumjera zakrivljenosti elasti¢ne linije, odstupanje
modula elasti¢nosti eksponencijalno pada te, primjerice, ve¢ za kut od 3 = 30° iznosi samo

0,89 %.

Odstupanje modula elasti¢nosti odreduje se pomocu izraza (6.10). Na Slici 6.9a prikazan je
moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma u ovisnosti o tom kutu, s

utjecajem i bez utjecaja antiklasti¢nog efekta.
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Bez utjecaja antiklasti¢nog efekta

S utjecajem antiklasti¢nog efekta

Slika 6.9 Promjena momenta s utjecajem i bez utjecaja antiklasticnog efekta a) u ovisnosti o

kutu rotacije podatljivog mehanizma i b) odstupanje dobivenih vrijednosti

Preglednosti radi, na Slici 6.9b prikazano je 1 odstupanje dobivenih vrijednosti momenta s
utjecajem antiklasticnog efekta u odnosu na vrijednosti bez tog utjecaja, izraCunato

primjenom izraza

AM :MBezAE_M

AM ,p = AE .100% (6.12)

Mg, aE Mg, ae
Na Slici 6.9 vidljivo je da moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma
gotovo linearno raste s porastom tog kuta, dok utjecaj antiklasticnog efekta eksponencijalno
raste s porastom kuta rotacije mehanizma. S obzirom na rezultate vezane uz Sliku 6.8, za kut
9 = 30° i odstupanje momenta iznosi AMag = 0,895 %, dok za kut 9 = 45° ono je
AM g = 1,938 %.

Zbog linearne ovisnosti momenta i rotacijske krutosti, odstupanja vrijednosti rotacijske
krutosti s utjecajem i bez utjecaja antiklasti¢nog efekta, identi¢na su odstupanjima momenta.
Ovisnost rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma prikazana je na Slici 6.10a, a njezino

odstupanje na Slici 6,10b te se moze izraunati primjenom izraza
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S utjecajem antiklasti¢nog efekta

Slika 6.10 Promjena rotacijske krutosti s utjecajem i bez utjecaja antiklasticnog efekta a) u
ovisnosti o kutu rotacije podatljivog mehanizma i b) odstupanje dobivenih

vrijednosti rotacijske krutosti

6.3.2 Parazitni pomaci

VeliCina parazitnog pomaka se u rezultatima dobivenima metodom konacnih elemenata moze
ocitati kao ukupan pomak ¢vora koji se prije rotacije zgloba nalazio u geometrijskom sredistu
mehanizma O, a nakon rotacije zgloba u toc¢ki O' (Slika 6.7). Faza parazitnog pomaka se
temeljem ocitanih pomaka tocke O u smjeru osi x i pomaka u smjeru osi y racuna prema

izrazu (5.8).

Utvrdeno je da iako antiklasti¢ni efekt utjece na vrijednost momenta potrebnog za dobivanje

odredenog kuta rotacije mehanizma, on, naravno, ne utjece na vrijednost parazitnog pomaka.

Na Slici 6.11 dan je primjer prikaza ukupnih pomaka ¢vorova mreze analiziranog modela
izrazenih u milimetrima pri kutu rotacije mehanizma od 30°, dok su na Slici 6.12 prikazane

promjene normalizirane veliine i1 faze parazitnog pomaka ovisne o kutu rotacije podatljivog
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mehanizma.
AN
e
0 3.53011 708021 10.5903 14.1204 17.6505 21.1806 24.7107 wﬂﬂﬁl

Slika 6.11 Prikaz ukupnih pomaka ¢vorova mreze
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Slika 6.12 Normalizirana veli¢ina te faza parazitnog pomaka u ovisnosti o kutu rotacije

podatljivog mehanizma

Normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka eksponencijalno raste s porastom kuta rotacije

mehanizma, dok je rast faze parazitnog pomaka linearan te faza parazitnog pomaka iznosi
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polovicu vrijednosti kuta rotacije. Iz dijagrama je vidljivo da za kut rotacije mehanizma od
9 = 45° normalizirana veli€ina parazitnog pomaka iznosi d/L = 0,06886, dok faza parazitnog

pomaka iznosi ¢ = 22,5°.

6.3.3 Najveca naprezanja u lisnatim oprugama

Kao §to je ve¢ ranije spomenuto, najveca se naprezanja javljaju u ukljestenjima, odnosno na
krajevima aktivnih duljina lisnatih opruga. Ekvivalentna naprezanja prema Von Misesu o,
dobivena analizom metodom kona¢nih elemenata, ocitavaju se u ¢vorovima ovisno o kutu
rotacije podatljivog zgloba. Primjer prikaza dobivenih ekvivalentnih naprezanja izraZzenih u
N/mm’ za analizirani model pri kutu rotacije od $ = 30° dan je na Slici 6.13, a radi bolje
preglednosti iz prikaza je izostavljeno pomicno kruto tijelo A. Vidljivo je tu da su najveca
naprezanja puno manja od granice tecenja materijala od kojeg se uobicajeno izraduju lisnate
opruge za rotacijske podatljive mehanizme. U eksperimentima opisanima u radu [Zelenika,
De Bona, 2002] lisnate su opruge izradene od slitine bakra 1 berilija ¢ija granica te€enja iznosi

Rpo,z = 1124 MPa.

.037323 39.8864 79.7355 _ 119.585 159.434
19.9619 59.811 99.6601 139.509 179.358

Slika 6.13 Prikaz dobivenih ekvivalentnih naprezanja . prema Von Misesu u ¢vorovima

rotacijskog podatljivog mehanizma

S obzirom da ekvivalentna naprezanja ovise 0 momentu savijanja koji djeluje u mjerodavnom

presjeku lisnate opruge, jasno je da ¢e antiklasti¢ni efekt utjecati i na ekvivalentna naprezanja.
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Odstupanja vrijednosti ekvivalentnih naprezanja s utjecajem antiklasti¢nog efekta 1 bez tog

efekta izracunata su primjenom izraza

A —
AG pp = ——oe— = Zeber AL ZTe AL 100y, (6.14)

O¢ Bez AE O¢ Bez AE

Na Slici 6.14a prikazana su ekvivalentna naprezanja sa i bez utjecaja antiklasti¢nog efekta, a

njihova odstupanja na Slici 6,14b.
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Slika 6.14 Promjena ekvivalentnog naprezanja s utjecajem i bez utjecaja antiklasti¢nog
efekta a) u ovisnosti o kutu rotacije podatljivog mehanizma 1 b) odstupanje

dobivenih vrijednosti

Ekvivalentno naprezanje gotovo je linearno ovisno o kutu rotacije mehanizma, dok
odstupanje vrijednosti ekvivalentnih naprezanja eksponencijalno raste s rastom kuta rotacije

mehanizma. Za kut rotacije mehanizma $ = 45° odstupanje 1znosi Aceag = 1,934%

6.3.4 Stabilnost mehanizma

Iz Slike 6.9 1 Slike 6.10 vidljivo je, da su u cijelom promatranom rasponu kutova rotacije
analiziranog rotacijskog podatljivog mehanizma, vrijednosti momenta potrebnog za dobivanje

odredenog kuta rotacije mehanizma i rotacijske krutosti pozitivne ako je podatljivi
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mehanizam optere¢en samo momentom. Reakcijske sile u ukljestenjima su male 1 ne dovode

do nestabilnosti mehanizma u analiziranom podrucju.

Na Slici 6.15 prikazane su oc€itane vrijednosti reakcijskih sila P ovisne o promjeni kuta

rotacije mehanizma.
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Slika 6.15 Ovisnost sile u ukljestenju o kutu rotacije podatljivog mehanizma

Vidljivo je da sila u ukljeStenju eksponencijalno raste s rastom kuta rotacije mehanizma pa
tako za kut od 3 = 45° ona iznosi P = 2,497 N. Sile u ukljeStenju su male zbog ¢ega nije bilo
potrebno prikazivati utjecaj antiklasticnog efekta. Za kut rotacije 3 = 45° odstupanje

vrijednosti sile P jo§ jednom iznosi 1,938 %.

6.4 Provjera valjanosti i to¢nosti predloZenog postupka

numericke analize

S ciljem provjere valjanosti i tocnosti metode konacnih elemenata kao pogodnog alata za
proracun rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama, rezultati dobiveni
predlozenim postupkom numeri¢ke analize usporedeni su s rezultatima eksperimentalnih
mjerenja dostupnima u literaturi. Analiza metodom konacnih elemenata u nastavku doktorske
disertacije proSirena je i na jo§ neka konstrukcijska rjeSenja razmatranih rotacijskih

podatljivih mehanizama.

Za analizu 1 prikaz dobivenih rezultata odabrano je sljede¢ih Sest modela rotacijskih

podatljivih mehanizma:
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= model s oznakom Y03 [Young, 1944] i1 karakteristikama navedenim u Tablici 5.1,

* model s oznakom N13 [Nickols, Wunsch, 1951] i karakteristikama navedenim u
Tablici 5.2,

* model s oznakom ZdB [Zelenika, De Bona, 2002] i karakteristikama navedenim u
Tablici 5.4.

= model s oznakom S [Siddall, 1970] i karakteristikama navedenim u Tablici 5.5

= model s oznakom H [Hildebrandt, 1958] i karakteristikama navedenim u Tablici 5.5

= model s oznakom W [Wuest, 1950] i karakteristikama navedenim u Tablici 5.5

Pri analizi metodom konac¢nih elemenata uzet je u obzir i utjecaj antiklasti¢nog efekta.

6.4.1 Analiza parazitnog pomaka

Za usporedbu rezultata dobivenih za normaliziranu veli¢inu parazitnih pomaka numeri¢kom
analizom 1 eksperimentalnim mjerenjima dostupnima u literaturi, odabrani su prethodno

spomenuti modeli te su dobiveni rezultati prikazani na Slici 6.16.

/;
0,03 7’ 4

0,02

0,01

Normalizirana veli¢ina parazitnog
pomaka, d/L

0 5 10 15 20 25 30

Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

—+— Metoda konacnih elemenata

—-— Interferometrijska mjerenja, model ZdB [Zelenika, De Bona, 2002]
-+ Eksperimentalna mjerenja, model S [Siddall, 1970]

—=— Eksperimentalna mjerenja, model Y03 [Young, 1944]

—a— Eksperimentalna mjerenja, model W [Wuest, 1950]

—— Eksperimentalna mjerenja, model N13 [Nickols, Wunsch, 1951]
--+-- Eksperimentalna mjerenja, model H [Hildebrand, 1958]

Slika 6.16 Usporedba rezultata eksperimentalnih mjerenja dostupnih u literaturi i analize

metodom konac¢nih elemenata za normaliziranu veliinu parazitnog pomaka
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Ocekivano, najbolje poklapanje rezultata ostvareno je za interferometrijska mjerenja oznake
7ZdB (Tablica 5.4) i rezultate analize metodom konacnih elemenata. Doista, kao §to je ranije
spomenuto, u odnosu na ostala eksperimentalna mjerenja opisana u doktorskoj disertaciji,
interferometrijsko mjerenje provedeno je sa suvremenijom, toénijom i preciznijom opremom.
Na cijelom razmatranom podrucju rotacije mehanizma odstupanja rezultata eksperimentalnih
mjerenja 1 analize metodom konac¢nih elemenata za model ZdB iznose manje od 2 %. Kao §to
je ranije receno, preostale pogreske uglavnom su uzrokovane sustavnim pogreSkama (npr.
pogreske pri montazi i dr.), utjecajem okoline itd. [Zelenika, De Bona, 2002]. Sli¢na
odstupanja rezultata eksperimentalnih mjerenja od metode kona¢nih elemenata dobivena su i
eksperimentalnim mjerenjima opisanima u referenci [Siddall, 1970], iako je razlucivost i
ponovljivost koriStene metode slabija jer je za razliku od interferometrijskih mjerenja ta

metoda kontaktna.

Na Slici 6.17 prikazana je usporedba rezultata interferometrijskih mjerenja i analize metodom
konac¢nih elemenata provedenih na modelu s oznakom ZdB (Tablica 5.4) za fazu parazitnog

pomaka.

15 =

10 1.

Faza parazitnog pomaka, ¢ (°)

0 5 10 15 20 25 30
Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

—+— Metoda konacnih elemenata

—-— Interferometrijska mjerenja, model ZdB [Zelenika, De Bona, 2002]

Slika 6.17 Usporedba rezultata interferometrijskih mjerenja i analize metodom konac¢nih

elemenata za fazu parazitnog pomaka modela ZdB (Tablica 5.4)
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Iznosi pogresaka interferometrijskih mjerenja [Zelenika, De Bona, 2002] opadaju s rastom
kuta rotacije mehanizma, pa pri kutu od § = 3° odstupanje iznosi Ap = £ 2,72°, a pri kutu
rotacije 9 = 30° ono iznosi Ap = = 0,51°. U cijelom rasponu mjerenja su u svakom slucaju
rezultati analize metodom konacnih elemenata u podrucju nepouzdanosti samih

interferometrijskih mjerenja.

6.4.2 Analiza momenta i rotacijske krutosti mehanizma

U ovom je slucaju, s obzirom na dostupne rezultate, analiziran rotacijski podatljivi
mehanizam s karakteristikama jednakim onome mehanizma Y03 iz Tablice 5.1. Na Slici 6.18
prikazane su vrijednosti momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma
9 u ovisnost o tom kutu dobivene eksperimentalnim mjerenjima [Young, 1944] i analizom
metodom konac¢nih elemenata. Kao Sto je ranije reCeno, pri analizi metodom konacnih

elemenata uzet je u obzir 1 utjecaj antiklasticnog efekta.

0,14
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0,08

0,06

Moment, M (Nm)
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0,02
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Kut rotacije mehanizma, 9 (°)

—— Eksperimentalna mjerenja, model Y03 [Young, 1944]
—a— Metoda konac¢nih elemenata s utjecajem antiklasticnog efekta

Slika 6.18 Usporedba rezultata eksperimentalnih mjerenja i analize metodom kona¢nih
elemenata za moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma

modela Y03 (Tablica 5.1)

U cijelom podrucju rotacije mehanizma uocava se vrlo dobro poklapanje vrijednosti
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dobivenih eksperimentom i rezultata analize metodom kona¢nih elemenata s utjecajem
antiklasticnog efekta. Odstupanja analize metodom konacnih elemenata su u cijelom podrucju
rotacije mehanizma manja od 2,5 %. S obzirom da je rotacijska krutost mehanizma prema
izrazu K = M/$ linearno ovisna o momentu, odstupanja vrijednosti dobivenih za moment su

identi¢na odstupanjima rotacijske krutosti mehanizma.

Na osnovu usporedbe eksperimentalnih mjerenja i rezultata analize metodom kona¢nih
elemenata za parazitne pomake, moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije
mehanizma 1 rotacijsku krutost mehanizma zakljucuje se stoga da je predlozeni numericki

model pogodan alat za analizu ponaSanja razmatranih mehanizama.

U ovom je poglavlju doktorske disertacije opisan numericki model simetri¢nog rotacijskog
podatljivog mehanizma metodom konacnih elemenata Rezultati dobiveni metodom konaé¢nih
elemenata usporedeni su s rezultatima eksperimentalnih mjerenja dostupnima u literaturi i
ostvarena su vrlo dobra poklapanja rezultata. Na taj je nacin potvrdena primjenjivost metode
konacnih elemenata i na analizu ponasanja razmatrane klase mehanizama 1 kod velikih kutova
rotacije, Sto stvara pretpostavke za uporabu te metode pri analizi utjecaja konstrukcijskih
parametara i optere¢enja mehanizma, $to bi bilo vrlo komplicirano, a u nekim sluc¢ajevima i
gotovo nemoguce izracunati nekom analiticnom metodom. Racunski je posebice zahtjevna
Elastica metoda koja ukljucuje iterativni proracun s izraCunom elipti¢nih integrala u svakom
koraku proracuna. U nastavku rada ¢e se stoga upravo metoda konacnih elemenata koristiti za
analizu utjecaja konstrukcijskih parametara na ponaSanje rotacijskih podatljivih mehanizama
temeljenih na lisnatim oprugama. S ciljem utvrdivanja granica njihove primjenjivosti u
ovisnosti o zahtijevanom stupnju tocnosti, rezultati analize metodom konac¢nih elemenata
usporedit ¢e se s rezultatima dobivenima uporabom analitickih metoda proracuna ponasanja
rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama navedenih u 3. i1 4.

poglavlju disertacije.
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7 Usporedba dobivenih rezultata

U prethodnim su cjelinama opisani analiticki modeli i model razvijen primjenom metode
kona¢nih elemenata koji se primjenjuju za modeliranje ponaSanja rotacijskih podatljivih
mehanizama s lisnatim oprugama, kao 1 rezultati eksperimentalnih mjerenja dostupni u
literaturi. Usporedbom eksperimentalnih mjerenja dostupnih u literaturi i rezultata analize
metodom konacnih elemenata potvrdena je valjanost i tocnost predlozenog numerickog
modela kao pogodnog alata za analizu ponasSanja tretiranih mehanizama u praksi.
Usporedbom rezultata dobivenih svim prethodno spomenutim metodama, ukljucujuéi i u radu
razvijen analiticki proracun koji primjenjuje Elastica metodu za rjeSavanje rotacijskih
podatljivih mehanizama kada su opruge u polju geometrijski nelinearnih deformacija, u ovom
poglavlju doktorske disertacije zele se naglasiti njihove prednosti i eventualni nedostaci, te
utvrditi granice primjenjivosti, posebice pribliznih analitickih metoda, u ovisnosti o trazenom

stupnju tocnosti proracuna.

Za analizu 1 prikaz dobivenih rezultata odabran je rotacijski podatljivi mehanizam i to onaj s
oznakom ZdB [Zelenika, De Bona, 2002], ¢ije su karakteristike navedene u Tablici 5.4. Za taj
je mehanizam napravljena usporedba:
* metode konacnih elemenata opisane u 6. poglavlju, pritom uzimajuéi u obzir utjecaj
antiklasticnog efekta opisanog u poglavlju 6.2.1,
» FElastica metode opisane u 3. poglavlju disertacije, pritom uzimajuéi u obzir utjecaj
antiklasticnog efekta,
* metode priblizne zakrivljenosti prema Wittricku [Wittrick, 1948],
» kinematickog modela prema Wuestu [Wuest, 1950],

131



Kristina Markovic¢ Doktorska disertacija

» metode pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom prema Howellu [Jensen, Howell,
2002],

* metode pseudo—krutog modela CetveroStapnog mehanizma prema Howellu [Jensen,
Howell, 2002],

» metode pseudo—krutog modela prema Peiu [Pei et al., 2009],

» geometrijske metode zglobnog Cetverokuta opisane u poglavlju 4.3, te

= geometrijske metode prema Troegeru [Troeger, 1962].

7.1 Izracun momenta i rotacijske krutosti

Na Slici 7.1 prikazane su vrijednosti momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta

rotacije mehanizma mehanizma $ dobivene metodom konac¢nih elemenata.
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—e— Metoda konac¢nih elemenata s utjecajem antiklasticnog efekta
—— Elastica metoda s utjecajem antiklasti¢nog efekta
Elastica metoda bez utjecaja antiklasicnog efekta
— = = Pseudo-kruti model, 4 Stapa [Jensen, Howell, 2002]
—— Pseudo-kruti model, svornjak [Jensen, Howell, 2002]
—+— Metoda pribliZne zakrivljenosti [Wittrick, 1948]

Slika 7.1 Moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije 3 dobiven numerickom
analizom 1 odstupanja od te vrijednosti dobivena analiti¢kim metodama u
ovisnosti o kutu rotacije mehanizma za mehanizam s oznakom ZdB i

karakteristikama iz Tablice 5.4
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Na istom su dijagramu prikazana 1 odstupanja rezultata dobivenih drugim prethodno

spomenutim metodama u odnosu na rezultate numericke analize.

Za sve metode upotrijebljen je isti izraz za izraCun odstupanja momenta koji glasi

M -M
AM = AM _ Usporedba MKE .100% (7 1)

MMKE MMKE

S obzirom da vrijedi izraz K = M/3, odstupanje rotacijske krutosti AK identi¢no je odstupanju
momenta AM pa ¢e vrijediti AK = AM (Slika 7.1).

U cijelom podrucju ispitanih kutova rotacije mehanizma uocava se izvrsno poklapanje
vrijednosti dobivenih Elastica metodom 1 rezultata dobivenih analizom metodom konacnih
elemenata ako se objema metodama uzme u obzir utjecaj antiklasticnog efekta. U slucaju
kada se FElastica metodom ne uzme u obzir utjecaj antiklastiCne zakrivljenosti, rezultati
proracuna s porastom kuta rotacije mehanizma ¢ sve viSe odstupaju od rezultata dobivenih
metodom konac¢nih elemenata, pa pri kutu od $ = 30° odstupanje u odnosu na rezultate
analize metodom konacnih elemenata iznosi AM = 1,01%. Kao $to je ranije receno, u
poglavlju 6., kod analiziranog slucaja ZdB (Tablica 5.4) utjecaj antiklasticnog efekta nije
znacajan. Vrijednosti izratunate metodom priblizne zakrivljenosti prema Wittricku, kojom se
u izrazu za elasti¢nu liniju zanemaruje mala veli¢ina (dy/dx)?, odstupaju od metode konaénih
elemenata sve viSe s porastom kuta rotacije mehanizma pa pri kutu $ = 30° razlika iznosi
AM = —5,03%. Za razliku od metode priblizne zakrivljenosti, odstupanja dobivena metodama
pseudo—krutog modela tijela se s rastom kuta rotacije smanjuju. Krivulja odstupanja
pseudo—krutog modela cetveroStapnog mehanizma prema Howellu sijeCe os apscise pri
vrijednosti kuta rotacije od 9 = 17°, §to znaci da za taj kut nema odstupanja od metode
konacnih elemenata. Kinematicki model prema Wuestu, geometrijska metoda zglobnog
¢etverokuta opisana u poglavlju 4.3 te geometrijska metoda prema Troegeru, kao $to je ranije
reCeno, omogucuju samo izraCun parazitnih pomaka, a ne rotacijske krutosti mehanizma.
Metodom pseudo—krutog modela prema Peiu rotacijska krutost mehanizma definira se
identi¢no rotacijskoj krutosti pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom pa na Slici 7.1 nije

posebno prikazana.

Analizom metodom kona¢nih elemenata 1 FElastica metodom moguce je izraCunati i
vrijednosti momenata u ukljeStenjima M, 1 M;. Provedena je 1 takva analiza i ustanovljeno je
izvrsno poklapanje rezultata u cijelom analiziranom podrucju (0° <3 < 30°) pa nije dan prikaz

dobivenih rezultata.
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7.2 Izracun parazitnog pomaka

Jedan od vrlo vaznih ¢imbenika kojime se ocjenjuje ponaSanje rotacijskih podatljivih
mehanizama u primjeni je parazitni pomak mehanizma, jer se prema njemu ocjenjuje
geometrijska tocnost i preciznost analiziranih mehanizama. Stoga je izuzetno vazno da

parazitni pomak bude ¢im preciznije izracunat.

7.2.1 Normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka

Vrijednosti normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka d/L dobivene metodom konacnih
elemenata prikazane su na Slici 7.2, gdje su dana i odstupanja vrijednosti dobivenih razli¢itim

analitickim metodama izra¢una od metode konac¢nih elemenata.

= 0,03 0,006
<

5

£ 0,025 0,004
<

e

0,02 0,002
2

g <
= 0,015 + 0 3
= <
3

g 0,01 -0,002
g

§ 0,005 -0,004
2

3 0 $—omemt="" -0,006
S 0 5 10 15 20 25 30

Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

—— Geometrijska metoda zglobnog Ceterokuta
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—+— Elastica metoda
--+-- Pseudo-kruti model, [Pei, 2009]
- = = Pseudo-kruti model, 4 Stapa [Jensen, Howell, 2002]
Pseudo-kruti model, svornjak [Jensen, Howell, 2002]
=« Geometrijska metoda, [Troeger, 1962]
Kinematic¢ki model, [Wuest, 1950]
— « - Metoda priblizne zakrivljenosti [Wittrick, 1948]

Slika 7.2 Normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka dobivena numerickom analizom i
odstupanja od te vrijednosti dobivena analitickim metodama ovisna o kutu rotacije

mehanizma za mehanizam s oznakom ZdB 1 karakteristikama iz Tablice 5.4
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Odstupanja normalizirane veliine parazitnog pomaka izra¢unata su uporabom izraza

M dUsporedba B dMKE (7.2)

L L

Vrijednosti dobivene metodom konacnih elemenata i Elastica metodom izvrsno se poklapaju,
u cijelom promatranom podrucju kutova rotacije zanemariva su i odstupanja vrijednosti
dobivenih metodom pseudo—krutog modela prema Peiu. I primjena geometrijske metode
prema Troegeru dala je zadovoljavaju¢u podudarnost jer, iako ta odstupanja od metode
konac¢nih elemenata eksponencijalno rastu, ¢ak i pri kutu rotacije od $ = 30° ona iznose samo
Ad/L = 0,00079. Nesto su veca odstupanja dobivena kinemati¢kim modelom prema Wuestu. I
tu odstupanja eksponencijalno rastu s porastom kuta pa tako pri kutu 9 = 30° ono iznosi
Ad/L = 0,00091. Rezultati dobiveni metodom pseudo—krutog modela CetveroStapnog
mehanizma prema Howellu pokazuju rast odstupanja od metode konacnih elemenata s
porastom kuta rotacije mehanizma. Uocljivo je da se pri kutovima $ > 25° odstupanja
rezultata od te metode ne povecavaju, pa su tako za $ > 28° rezultati to¢niji nego li rezultati
dobiveni kinematickim modelom prema Wuestu. Ocekivano, najveca odstupanja
normalizirane veliine parazitnog pomaka dobivena su primjenom geometrijske metode
zglobnog Cetverokuta iz poglavlja 4.3 kojom se ne uzima u obzir savijanje lisnatih opruga, a

odstupanja rezultata eksponencijalno rastu s rastom kuta rotacije.

Nadalje, treba spomenuti da se metodom priblizne zakrivljenosti prema Wittricku i metodom
pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom prema Howellu pretpostavlja da je parazitni
pomak d = 0, ali uvidom u dobivene rezultate za spomenute pristupe prikazane na Slici 7.2
uocava se da je pretpostavka kriva, jer je ve¢ pri kutu rotacije od $ = 7° odstupanje vrijednosti
vece nego kod svih drugih primijenjenih metoda izraCuna, izuzev geometrijske metode

zglobnog Cetverokuta.

7.2.2 Faza parazitnog pomaka

Vrijednosti za fazu parazitnog pomaka ¢ dobivene razli¢itim analitickim metodama i

metodom kona¢nih elemenata prikazane su na Slici 7.3.

Vrijednosti faze parazitnog pomaka dobivene metodom konacnih elemenata, Elastica
metodom, geometrijskom metodom zglobnog Cetverokuta, metodom pseudo—krutog modela
CetveroStapnog mehanizma prema Howellu 1 geometrijskom metodom prema Troegeru su

identi¢ne. Za sve spomenute metode faza parazitnog pomaka raste linearno s porastom kuta
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rotacije podatljivog mehanizma te je po vrijednosti faza jednaka polovici kuta rotacije pa kod

kuta rotacije 9 = 30° iznosi ¢ = 15°.

20 rd

Faza parazitnog pomaka, ¢ (°)

0 5 10 15 20 25 30

Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

—e— Metoda konacnih elemenata

—+— Elastica metoda

Geometrijska metoda zglobnog ¢etverokuta

~--m- Geometrijska metoda, [Troeger, 1962]

— — = Pseudo-kruti model, 4 Stapa [Jensen, Howell, 2002]
Kinematic¢ki model [Wuest, 1950]

— @ — Pseudo-kruti model [Pei et al., 2009]

Slika 7.3  Faza parazitnog pomaka dobivena metodom konac¢nih elemenata 1 razli¢itim
analitiCkim metodama ovisna o kutu rotacije podatljivog mehanizma za

mehanizam s oznakom ZdB i karakteristikama iz Tablice 5.4

Kinemati¢ki model prema Wuestu, u odnosu na metodu kona¢nih elemenata daje manja
odstupanja rezultata od pseudo—krutog modela prema Peiu, ali su odstupanja rezultata obaju

modela velika.

7.3 IzraCun naprezanja

Kako je ve¢ visekratno istaknuto, najvece naprezanje javlja se u ukljestenjima i ono ovisi o
vrijednosti momenta savijanja M, (cf. Sliku 3.8). Na Slici 7.4 prikazane su vrijednosti
najve¢ih naprezanja dobivene metodom konac¢nih elemenata, kao i odstupanja dobivenih
naprezanja razli¢itim analitickim metodama u odnosu na tu vrijednost. Analiza je provedena

za mehanizam s karakteristikama ZdB i1z Tablice 5.4.
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Odstupanje naprezanja izraCunato je uporabom izraza

Ao, O max,Usporedba — O max MKE
A =——Tmns _ Tmonsp MKE 100%

(7.3)
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—e— Metoda konacnih elemenata s utjecajem antiklasti¢nog efekta
—+— Elastica metoda s utjecajem antiklasti¢nog efekta
Elastica metoda bez utjecaja antiklasti¢nog efekta
= = - Psecudo-kruti model [Jensen, Howell, 2002]
Slika 7.4 Najvece naprezanje dobiveno numerickom analizom i odstupanja od te vrijednosti

dobivena analitickim metodama ovisna o kutu rotacije mehanizma za mehanizam

s oznakom ZdB i karakteristikama iz Tablice 5.4

Najvece naprezanje koje se javlja u ukljestenju lisnatih opruga rotacijskog mehanizma raste s
povecanjem kuta rotacije mehanizma i pri kutu od 3 = 30° ono iznosi GmaxMmxe = 183,9 N/mm?
Sto je puno manje od granice teCenja materijala od kojeg se uobicajeno lisnate opruge za
rotacijske podatljive mehanizme izraduju (vidjeti gore). Ako se uzme u obzir utjecaj
antiklasticnog efekta, rezultati analize metodom konac¢nih elemenata i vrijednosti izraCunate
primjenom Elastica metode se podudaraju u analiziranom podrucju (0 < & < 30°). Odstupanje
Elastica metode bez utjecaja antiklasticnog efekta raste s povecanjem kuta rotacije
mehanizma, ali njegov utjecaj nije znacajan jer pri kutu od $ = 30° iznosi Aeg = 0,894%.

Odstupanja vrijednosti naprezanja dobivenih metodom pseudo—krutog modela ¢etveroStapnog
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mehanizma se smanjuju s porastom kuta rotacije 1 pri kutu $ = 1° odstupanje iznosi

Ao =5,11%, dok pri kutu 3 = 30° ono iznosi Ac = 0,14%.

Izracunate su vrijednosti i reakcijskih sila u ukljeStenjima za kutove rotacije mehanizma
0 <3 < 30° primjenom Elastica metode 1 oCitane su vrijednosti dobivene metodom kona¢nih
elemenata. Ostvareno je izvrsno poklapanje rezultata. Vrijednosti za sile, kao Sto je vec
receno, relativno su male te ne prelaze kriticnu vrijednost koja bi mogla uzrokovati izvijanje,

odnosno nestabilnost zgloba.

7.4 Granice primjenjivosti analitickih metoda

Iz rezultata danih na dijagramima (7.1) do (7.4) moguce je dati i kriticki osvrt na granice
primjenjivosti razmatranih analitickih metoda (posebice onih koje ukljucuju aproksimacije

istaknute u 4. poglavlju) u odnosu na stupanj trazene to¢nosti proracuna.

Osnovni parametri kojima se definiraju naprezanja i1 deformacije rotacijskih podatljivih
mehanizama su rotacijska krutost, veli¢ina i faza parazitnog pomaka te naprezanje i reakcije u
ukljestenjima. Analizom metodom konacnih elemenata moguce je odrediti sve navedene
parametre. Stoga su razmatrane analiticke metode izraCuna rotacijskih podatljivih mehanizma

opterec¢enih momentom usporedene s tom metodom te je usporedba pokazala sljedece:

» Flastica metodom mogucée je odrediti rotacijsku krutost, veli¢inu i fazu parazitnog
pomaka te naprezanja i reakcije u ukljeStenjima i dobiveno je izvrsno poklapanje
rezultata s metodom konacnih elemenata na cijelom podrucju ispitanih kutova rotacije
mehanizma. Objema metodama uzet je u obzir utjecaj antiklasticnog efekta. Elastica
metodom rjesava se tocna diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije lisnate opruge dana
izrazom (2.3) pa su, o¢ekivano, njome dobiveni najto¢niji rezultati u odnosu na druge
analiticke metode. Kada se Elastica metodom ne bi uzeo u obzir antiklasti¢ni efekt
odstupanja od metode kona¢nih elemenata, koja uzima u obzir taj efekt, rastu s porastom
kuta rotacije mehanizma §. Za analizirani model pri kutu $ = 30° razlika za rotacijsku

krutost iznosi AK = 1,01% te za naprezanja u ukljestenjima Ao = 0,894%.

= Metodom priblizne zakrivljenosti prema Wittricku uzima se u obzir utjecaj aksijalne sile
na savijanje lisnate opruge, ali se diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije lisnate opruge
pojednostavljuje zanemarivanjem male vrijednosti (dy/dx)2 u izrazu (2.3). Ovim
pojednostavljenjem uvodi se pogreska koja je tim veca Sto je veci kut rotacije mehanizma

9 [Wittrick, 1948]. Metodom je moguce odrediti rotacijsku krutost mehanizma, a
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odstupanja od metode kona¢nih elemenata rastu s porastom kuta rotacije mehanizma pa
pri kutu 9 = 30° razlika iznosi AM = — 5,03%. Metodom priblizne zakrivljenosti prema
Wittricku pretpostavlja se da je, ako je kut rotacije mehanizma mali, pomak
geometrijskog srediSta zanemariv te autor metode preporuca njenu primjenu pri ¢ < 20°
[Wittrick, 1948]. 1z Slike 7.2 vidljivo je da tu pretpostavku treba 'uzeti' s rezervom, jer je
ve¢ pri kutu rotacije od 3 = 7° odstupanje vrijednosti vece nego kod drugih primijenjenih
metoda izracuna, izuzev geometrijske metode zglobnog cetverokuta. Primjena ove
metode preporuca se stoga kada je kut 9 < 5° te ako se pri izraCunu rotacijskog

podatljivog mehanizma ne zahtjeva velika to¢nost.

= Metodom pseudo—krutog modela CetveroStapnog mehanizma prema Howellu odreduje se
rotacijska krutost 1 naprezanje u ukljeStenjima. Autori u radu [Jensen, Howell, 2002]
navode da je metoda aproksimacijska te nepogodna za precizne proracune pa nisu
definirali izraz za izracun veliCine i faze parazitnog pomaka. Na osnovu njihovog modela
(cf. Sliku 4.18) u disertaciji su ipak izvedeni izrazi koji definiraju parazitni pomak.
Odstupanja vrijednosti rotacijske krutosti dobivene ovom metodom od metode kona¢nih
elemenata smanjuju se s porastom kuta rotacije mehanizma $, a za analizirani model
najmanja su pri vrijednosti kuta rotacije od 3 = 17° i iznose AK = 0. Odstupanja veli¢ine
parazitnog pomaka pokazuju rast s porastom kuta rotacije mehanizma, a pri kutovima
9 > 25° odstupanja od metode konacnih elemenata se ne povecavaju. Za fazu parazitnog
pomaka dobivene su identicne vrijednosti kao i metodom konacnih elemenata.
Odstupanja vrijednosti naprezanja dobivenih metodom pseudo—krutog modela
CetveroStapnog mehanizma smanjuju se s porastom kuta rotacije i pri kutu 9 = 1°
odstupanje iznosi Ao = 5,11%, dok pri kutu $ = 30° ono iznosi Ac = 0,14%. Zakljucuje se
da je u odnosu na druge priblizne metode, primjena ove metode pogodna za vece kutove

rotacije mehanizma (§ > 22°), posebice ako se ne trazi prevelika preciznost izracuna.

= Metodom pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom prema Howellu moze se
izraCunati rotacijska krutost rotacijskog podatljivog mehanizma. Odstupanja vrijednosti
rotacijske krutosti od onih dobivenih metodom kona¢nih elemenata s utjecajem
antiklasticnog efekta smanjuju se s porastom kuta rotacije mehanizma & Od svih
analiziranih metoda rotacijska krutost dobivena ovom metodom, za analizirani model,
odstupa najviSe ako je kut 3 < 25°, dok su za 9 > 25° odstupanja dobivena ovom
metodom manja od onih metode priblizne zakrivljenosti prema Wittricku. Ovom se

metodom pretpostavlja da geometrijsko srediSte mehanizma miruje, tj. vrijedi da
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normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka iznosi d/L = 0, pa stoga faza parazitnog
pomaka nije definirana. Zbog pretpostavke da geometrijsko srediSte mehanizma miruje,
metoda je primjenjiva na podrucju malih kutova rotacije mehanizma 4, ali se njome tada
dobivaju rotacijske krutosti koje odstupaju cca. AK = 7,7 % od rezultata numericke
analize. Takoder, ovom se metodom ne mogu odrediti naprezanja u ukljeStenjima.

Zakljucuje se da je metoda nepouzdana i time pogodna samo za preliminarne izracune.

* Metodom pseudo—krutog modela prema Peiu, kinematickog modela prema Wuestu,
geometrijske metode prema Troegeru te geometrijske metode zglobnog Cetverokuta
opisane u poglavlju 4.3 odreduju se veli¢ina i faza parazitnog pomaka. Njima nije
definirana rotacijska krutost rotacijskog podatljivog mehanizma kao ni naprezanja u
ukljestenjima lisnatih opruga. Normalizirana veliina parazitnog pomaka dobivena
metodom pseudo—krutog modela prema Peiu neznatno odstupa od metode konac¢nih
elemenata u cijelom promatranom podrucju kutova rotacije. Ova se metoda, stoga, moze
primjenjivati kod preciznih izracuna veli¢ine parazitnog pomaka rotacijskog podatljivog
mehanizma. Odstupanja normalizirane veliine parazitnog pomaka dobivena primjenom
geometrijske metode prema Troegeru i kinematickog modela prema Wuestu u odnosu na
rezultate dobivene metodom konacénih elemenata eksponencijalno rastu s porastom kuta
rotacije mehanizma. Obje su metode dale zadovoljavajue rezultate 1 mogu se
primjenjivati kod manje zahtjevnih preliminarnih izracuna rotacijskih podatljivih
mehanizama. Ocekivano, geometrijska metoda zglobnog cetverokuta nije dala
zadovoljavajuce rezultate jer njome nisu uzeti u obzir savijanje grede i utjecaj aksijalnih
sila. Za izracun faze parazitnog pomaka pogodne su geometrijska metoda prema
Troegeru i geometrijska metoda zglobnog cetverokuta. Metoda pseudo—krutog modela
prema Peiu 1 kinematicki model prema Wuestu nisu dali zadovoljavajucu to¢nost. Treba
napomenuti da faza parazitnog pomaka iznosi polovicu kuta rotacije mehanizma, te ju je

stoga 1 jednostavno odrediti.

U ovoj cjelini doktorske disertacije provedena je usporedba rezultata analize metodom
kona¢nih elemenata, Elastica metode i rezultata razliCitih pribliznih analitickih pristupa
modeliranja ponasanja rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama.
Najbolje poklapanje rezultata s metodom konac¢nih elemenata ostvareno je Elastica metodom.
U nastavku rada koristit ¢e se metoda kona¢nih elemenata da bi se analizirao utjecaj
konstrukcijskih parametara na ponaSanje rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim

oprugama.
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8 Numericka analiza konstrukcijskih
parametara rotacijskih podatljivih

mehanizama

U 3.1 4. poglavlju doktorske disertacije opisane su analiticke metode modeliranja simetri¢nih
rotacijskih podatljivih mehanizama kojima se predvida njihovo ponaSanje u primjeni, dok su
u 5. poglavlju opisani rezultati eksperimentalnih mjerenja pronadeni u dostupnoj literaturi. U
6. poglavlju je pak opisan 1 numeri¢ki model simetri¢nih rotacijskih podatljivih mehanizama
optereCenih  momentom §to je omogucilo usporedbu rezultata numericke analize i
eksperimentalnih mjerenja dostupnih u literaturi. Na osnovu usporedbe zakljuceno je da je
numericka analiza pogodan alat za predvidanje ponaSanja rotacijskih podatljivih mehanizama
s lisnatim oprugama. Na osnovu usporedbe provedene u 7. poglavlju uoceno je izvrsno
poklapanje rezultata dobivenih Elastica metodom koja u obzir uzima tocan izraz za izracun
elasticne linije lisnatih opruga na polju velikih (geometrijski nelinearnih) deformacija s

rezultatima numericke analize metodom konaénih elemenata.

U ovom ¢e poglavlju numeri¢ka analiza biti proSirena kako bi se analiziralo ponaSanje
razli¢itih konstrukcijskih izvedbi rotacijskih podatljivih mehanizama. Cilj proSirene
numericke analize je ispitivanje utjecaja navedenih konstrukcijskih parametara te posljedicno
definiranje konstrukcijskog rjeSenja koje daje najmanju varijaciju rotacijske krutosti te

najmanje parazitne pomake ¢ak i kod velikih kutova rotacije zgloba. Stoga ¢e se analizirati
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utjecaj sljedecih konstrukcijskih parametara:
= Razli¢iti kutovi « lisnatih opruga prema vertikalnoj osi.
* Pomicanje tocke presjecista lisnatih opruga.
= Lisnate opruge s pocetnom zakrivljenoscu.

=  Monolitna izvedba rotacijskog podatljivog mehanizma.

Kod svih se analiziranih konstrukcijskih izvedbi rotacijskih podatljivih mehanizama

pretpostavlja da su lisnate opruge izradene iz slitine bakra i berilija.

8.1 Ovisnost naprezanja i deformacija o kutu «

Analizom normaliziranih veli¢ina parazitnih pomaka dobivenih u dosadasnjem radu na
doktorskoj disertaciji, uoc¢ene su odredene pravilnosti. Naime, pokazalo se da su
normalizirane veli¢ine parazitnih pomaka d/L pri odredenom kutu rotacije mehanizma 4 iste
kod viSe razli¢itih simetricnih konstrukcijskih konfiguracija mehaniza ma, s razli¢itim
geometrijskim karakteristikama lisnatih opruga, ako je kut izmedu lisnatih opruga 2a u tim
konfiguracijama jednak. Kako bi se dokazala ta tvrdnja, analiziran je veci broj konstrukcijskih
konfiguracija rotacijskog podatljivog mehanizma. Analizirane su tako tri konfiguracije s
razli¢itim duljinama L, Sirinama b i1 debljinama ¢, te je za sve tri konfiguracije variran kut o
lisnatih opruga prema vertikalnoj osi s inkrementom od 5°. U svim je razmatranim
slu¢ajevima maksimalni kut rotacije mehanizma iznosio 3 = 45°. Geometrijski parametri
analiziranih konstrukcija rotacijskih podatljivih mehanizama dani su u Tablici 8.1, dok su
odgovaraju¢e vrijednosti normalizirane veli¢ine parazitnih pomaka dobivene metodom

konac¢nih elemenata prikazane na Slici 8.1.

Tablica 8.1 Geometrijske karakteristike analiziranih konstrukcijskih konfiguracija

Rsitfgmiasl Dulj inaii(sga::) opruge | Sirina Zis(rrlzgcl)opruge Deblj inat l(irs;it)e opruge
Mod01 5 6 0,3
Mod02 20 7 0,5
Mod03 50 12 0,4

Prema ocekivanjima, za sve tri konfiguracije, za odredeni par kutova a i 9, dobivene su
identi¢ne vrijednosti normaliziranih veli¢ina parazitnih pomaka. Na Slici 8.1 uocava se
takoder da s porastom kuta lisnatih opruga prema vertikali raste i normalizirana veli¢ina

parazitnog pomaka, a da se smanjuje rotacijska preciznost podatljivog zgloba.
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Slika 8.1 Normalizirana veli¢ina parazitnog pomaka ovisna o kutu rotacije mehanizma za

konstrukceijske konfiguracije Mod01, Mod02 i Mod03 iz Tablice 8.1

Uz pretpostavku da se ovisnost normalizirane veli€ine parazitnog pomaka o kutu rotacije
mehanizma moze opisati polinomom drugog stupnja, provedena je 1 regresijska analiza

krivulja prikazanih na Slici 8.1. U tom bi slu¢aju polinom imao oblik
d 2
z=a+bl9+cl9 (8.1)

U Tablici 8.2 dani su koeficijenti a, b 1 ¢ uz pomo¢ kojih se moze izraCunati vrijednost
normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka d/L u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma 9 i kutu
lisnatih opruga prema vertikali a pa je za ovaj oblik polinoma odreden koeficijent korelacije 7.

U izraz (8.1) kut 9 uvrstava se u stupnjevima.

Budu¢i da koeficijent korelacije » oznaCava povezanost izmedu varijabli d/L 1 9, to Sto je

vrijednost koeficijenta korelacije bliza jedinici ostvarena je bolja povezanost varijabli.
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Tablica 8.2 Koeficijenti polinoma iz izraza (8.1) 1 koeficijenti korelacije

a(°) a b c r
5 -6,521715791-10° 1,630551627-10° 2,479490385-10° 0,99999779
10 -6,991875269-10 1,748265166-107 2,503980658-107 0,99999752
15 -7,822021345-10° 1,956342375-10° 2,545568264-107 0,99999701
20 -9,090771458-10° 2,274717206-107 2,605449245-107 0,99999617
25 -1,092553905-10™ 2,735941739-10° 2,685380786°107 0,99999484
30 -1,352810503-10™ 3,391425573-107 2,787760737-10° 0,99999274
35 -1,721353192-10™ 4322041542107 2,915724341-10° 0,99998944
40 -2,248267227-10™ 5,657246378-107 3,073221445:10° 0,99998415
45 -3,014930559-10™ 7,6091707-10° 3,265018587-107 0,99997553

Na Slici 8.2 prikazana je ovisnost vrijednosti d/L o kutu rotacije mehanizma 4 i1 kutu a za
konstrukcijske konfiguracije Mod01, Mod02 1 Mod03. U praksi kut lisnatih opruga prema
vertikali rijetko poprima vrijednosti a < 15°. Stoga je provedena i regresijska analiza plohe sa

Slike 8.2 na podrucju 15° <a <45°10° < §<45°.

d/L

Slika 8.2 Normalizirana veli€ina parazitnog pomaka ovisna o kutu rotacije mehanizma 4 i

kutu a za konstrukcijske konfiguracije Mod01, Mod02 i Mod03
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Na osnovu te analize uporabom nelinearne viSestruke regresije dobiven je sljedeci izraz

= =-0,0031+7,28412-10%9+3,00771-10°9* +1,2591-10° % —

N~

—5,61384-107"°9% +1,17951-102.9° +1,61774-10 o + (8.2)

+1,12251-10 0% +6,2106-10 > —1,11108-10° a* +1,43415-10 ' o®

koji omogucuje odredivanje vrijednosti d/L ovisno o kutovima 4 i a. Vrijednosti kutova se u
izraz (8.2) uvrStavaju u stupnjevima. Izraz (8.2) dobiven je uz ostvareni koeficijent korelacije

r=0,995474786, pa se moze zakljuciti da je ostvareno vrlo dobro poklapanje rezultata.

Na Slici 8.3 plavom su bojom prikazane normalizirane veliine parazitnog pomaka d/L
dobivene koriStenjem izraza (8.2). Crvenom su bojom prikazane vrijednosti d/L dobivene

analizom metodom konacnih elemenata. Plohama je radi bolje vizualizacije dana prozirnost.

d/L

0,06
0,05
0,04
0,03
0,02

0,01

0,00

40 45

40

395 35

30 30

25
Kut, a(®) 25 20

10 15 Kut rotacije mehanizma, 3 (°)

15 2

Slika 8.3  Vrijednosti d/L dobivene analizom metodom konacnih elemenata (crvena boja) i

izraCunatih primjenom izraza (8.2) (plavom bojom) u ovisnosti o kutovima 31 a

Uocava se da je najveca tocnost rezultata ostvarena pri kutu lisnatih opruga prema vertikalnoj
osi od a = 32,5° 1 kutu rotacije mehanizma od § = 26°, a najvece se odstupanje javlja za slucaj

kada je o = 45° 1 9 = 45° 1 iznosi samo Ad/L = 0,00627, tj. manje od 10—ak posto vrijednosti
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same normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka.

S obzirom da se faza parazitnog pomaka ¢, kako je pokazano i na Slici 7.3, moZe racunati
primjenom izraza (3.123), tj. ¢ = 9/2, vrijednost ¢ ne ovisi o promjeni kuta a, ve¢ samo o

promjeni kuta rotacije 3.

U nastavku je analiziran utjecaj promjene kuta & na moment potreban za dobivanje odredenog
kuta rotacije mehanizma te je utvrdeno da s porastom kutova a i 4 potrebni moment raste.
Obzirom da vrijedi izraz K = M/9, na Slici 8.4 prikazana je upravo ovisnost rotacijske krutosti
mehanizma o promjeni kutova a i §. Analizirana je pritom konstrukcijska konfiguracija s

geometrijom lisnatih opruga identi¢nom onoj konstrukcije oznacene sa ZdB u Tablici 5.4.

0,745
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g -+ =-qq=5°
20,735 e g=10°
7 / —e— 0, =15°
Z 073 / — — a=20°
‘% / —— g =25°
E 0,725 / — 0=30°
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§ 0,72 // // e
@] A
~ / ///4‘ o =45°
0,715 - | — - |
—— — |
- = e S e = = e = = -
0,71 I T 1 1
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Kut rotacije mehanizma, 9 (°)

Slika 8.4 Rotacijska krutost mehanizma ovisna o kutu rotacije 4 1 kutu lisnatih opruga

prema vertikali a

Vidljivo je da rotacijska krutost mehanizmima eksponencijalno rase s porastom kuta rotacije
mehanizma 9, te da je rast tim veéi $to je veci kut a. Za vrijednost o = 5° rotacijska krutost
ima gotovo konstantnu vrijednost, odnosno vrlo malo raste s porastom kuta $. Daljnjom
analizom utvrdeno je da ako 3 — 0° rotacijska krutost tezi vrijednosti K = 0,71196 Nm/rad,
odnosno vrijednosti koju bi imala samo jedna lisnata opruga ukupne Sirine 25, i to bez obzira

na vrijednost kuta a. Iz dijagrama je vidljivo i1 da ukupni rast rotacijske krutosti nije znac¢ajan
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pa tako za o = 45° 1 kutove rotacije mehanizma od 0° do 30°, taj rast iznosi cca. 4,3%.

Na Slici 8.5 prikazana su naprezanja u ukljeStenjima ovisna o kutovima o 1 9.
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Slika 8.5 Najvece naprezanje ovisno o kutu rotacije $ mehanizma i kutu lisnatih opruga

prema vertikali o

Najvece naprezanje raste s porastom kutova o 1 4 te je pri kutu rotacije mehanizma 3 = 30° i
kutu a = 45° ocitano naprezanje cca. 20% vece u odnosu na naprezanje koje se javlja kod kuta

o =5°.

8.2 Ovisnost naprezanja i deformacija o poloZaju presjeciSta
lisnatih opruga
U ovom ¢e se dijelu doktorske disertacije analizirati utjecaj pomicanja toCke presjecista

lisnatih opruga na parazitne pomake, i rotacijsku krutost mehanizma, a vode¢i racuna o

naprezanjima koja se javljaju u ukljestenjima.

Utjecaj pomicanja tocke presjeciSta rotacijskog podatljivog mehanizma optereéenog
momentom analiziran je u referencama [Wittrick, 1951] 1 [Bitencourt et al., 2011] primjenom

metode priblizne zakrivljenosti. Utjecaj tog konstrukcijskog parametra u referenci [Pei et al.,
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2010] analiziran je metodom pseudo—krutog modela, dok je u referenci [Hongzhe, Shusheng,

2010. II] primijenjeno geometrijsko pojednostavljenje.

Geometrija 1 materijal lisnatih opruge analiziranog podatljivog mehanizma identi¢ni su

lisnatim oprugama modela oznac¢enog u Tablici 5.4 sa ZdB.

Na Slici 8.6 prikazan je rotacijski podatljivi mehanizam ¢ije se lisnate opruge ne sijeku na
sredini aktivnih duljina. SjeciSte lisnatih opruga, odnosno polozaj tocke O, definirano je

konstrukcijskim parametrom 4 kako je prikazano na slici.

Slika 8.6 Rotacijski podatljivi mehanizam cije se lisnate opruge ne sijeku na sredini

aktivnih duljina

Analizirani su modeli rotacijskih podatljivih mehanizama s kutovima a od 15°, 30° i 45°
lisnatih opruga prema vertikali. Treba napomenuti da su analizom, prema ocekivanjima,
dobivene identi¢ne vrijednosti momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije,
rotacijske krutosti, te normalizirane veli¢ine i faze parazitnih pomaka za vrijednosti A i (1 — 1)

jer su modeli zrcalno simetri¢ni.

Na Slici 8.7 prikazane su za razlicite konstrukcijske parametre 4 vrijednosti rotacijske krutosti
za kutove a = 15° 1 o = 45° u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma 9. Vidljivo je da je utjecaj
kuta o na rotacijsku krutost mehanizma znatno manji od utjecaja polozaja presjecista lisnatih
opruga, odnosno vrijednosti parametra A. Vrijednost rotacijske krutosti mehanizma pri
A =0,03 vise je od 3 puta veéa od vrijednosti dobivenih pri 4 = 0,5. Kod a = 15° uocava se
nesto vecéi pad rotacijske krutosti sa smanjivanjem vrijednosti konstrukcijskog parametra 4

nego kod a = 45°.
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Slika 8.7 Rotacijska krutost ovisna o kutu rotacije 9 i parametru 4 za oo = 15° i o = 45°

Na Slici 8.8 je, zbog zornijeg prikaza, dana promjena vrijednosti rotacijske krutosti u

ovisnosti o kutu rotacije mehanizma i1 parametru 4 za kut o = 45° u trodimenzijskom prikazu.
Rotacijska krutost, K (Nm/rad)

2,6
2.4
22
2.0
- 1,8
- 1,6
- 1,4
12
- 1,0
- 0,8

0

Slika 8.8 Promjena rotacijske krutosti rotacijskog mehanizma ovisna o kutu rotacije

mehanizma § i parametru 4 za o = 45°

Rotacijska krutost rotacijskog mehanizma najmanja je kada je 4 = 0,5 a eksponencijalno raste
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kada il — 0.

Na Slici 8.9 je pak prikazana ovisnost momenta potrebnog za dobivanje Zeljenog kuta rotacije
9 o tom kutu i konstrukcijskom parametru 4 za kut a = 45°. Obzirom da vrijedi izraz M = K/,
jasno je da ¢e potrebni moment, kao i rotacijska krutost, biti najmanji kada je 4 = 0,5 1

eksponencijalno rasti kada 4 — 0 ili A — 1. Moment ¢e imati gotovo linearnu ovisnost o kutu

rotacije mehanizma 9.
\ Moment, M (Nm)
- 1,2

- 1,0

- 0,8
- 0,6

- 0,4

- 0,2

- 0,0

0
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Slika 8.9 Ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma $

o tom kutu 1 parametru A za kut a = 45°

Na Slici 8.10 prikazana su najveéa naprezanja ovisna o kutu rotacije mehanizma « i parametru
A za kut o = 45°. Pa tako najveca naprezanja u ukljestenju eksponencijalno rastu s promjenom
vrijednosti parametra A od vrijednosti 4 = 0,5 prema 0 ili 1, dok gotovo linearno rastu s rastom
kuta rotacije mehanizma 3. Moze se zakljuciti da je utjecaj parametra A na najveca naprezanja
u mehanizmu znacajan, te su najveca naprezanja pri 4 = 0,03 viSe od 3 puta veéa od

vrijednosti naprezanja u ukljestenju dobivenih pri A = 0,5.
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Najveée naprezanje, omax(N/mm?)

Slika 8.10 Ovisnost najveceg naprezanja o kutu rotacije mehanizma & i parametru A za kut

a=45°

Analiza utjecaja konstrukcijskog parametra A na parazitne pomake sazeta je na Slikama 8.11 1
8.12. Na Slici 8.11 prikazane su normalizirane veli¢ine parazitnih pomaka ovisne o parametru
A za kutove rotacije mehanizma $ = 5°, 10°, 20° 1 30° i kutove o = 15°, 30° 1 45°. Na Slici
8.12 prikazana je promjena faze parazitnog pomaka za kut rotacije mehanizma $ = 30° 1
kutove, a =15°, 30° i 45°. Iz Slika 8.11 i1 8.12 vidljivo je da je utjecaj parametra 4 na
normaliziranu veli¢inu 1 fazu parazitnog pomaka vrlo velik, a utjecaj raste i s porastom kuta .
Takoder se moze zakljuciti da u podru¢jima u kojima normalizirana veliina parazitnog
pomaka poprima minimalne vrijednost, faza poprima maksimalne vrijednosti, odnosno
parazitni pomak je gotovo horizontalan. Faza parazitnog pomaka, za razliku od normalizirane
veliine toga pomaka, poprima vrlo slicne maksimalne vrijednosti bez obzira na vrijednost
kuta rotacije 9 pa je stoga na Slici 8.12 dan samo prikaz faze ¢ parazitnog pomaka za

vrijednost kuta rotacije mehanizma 3 = 30°.
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Konstrukcijski parametar 4 za kojeg se dobiva minimalna veli¢ina parazitnog pomaka,
mijenja se ovisno o kutu rotacije mehanizma 4 te o kutu a. Ovisnost parametra 4 o kutu

rotacije mehanizma ¢ prikazana je na Slici 8.13.
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Slika 8.13 Parametar 4 za minimalne vrijednosti veli¢ine parazitnog pomaka ovisan o kutu

rotacije mehanizma 4 i kutu a

Na Slici 8.13 prikazane su vrijednosti parametra 4 pri minimalnim parazitnim pomacima.
Najveci rast konstrukcijskog parametra 4 ovisan o kutu rotacije mehanizma 4 je pri kutu
a = 15°. Parazitni pomak ¢e u tom sluc¢aju biti minimalan za vrijednost 4 koja ¢e se mijenjati
od 42 = 0,127 (pri kutu rotacije 9 = 5°) do 4 = 0,175 (pri kutu rotacije 3 = 30°). Promjena
najpovoljnije vrijednosti parametra A pri kutu a = 30° raste pak od vrijednosti 4 = 0,127 do

A= 0,133, a pri kutu o = 45° minimalni parazitni pomak dobit ¢e se pri porastu vrijednosti 4

od 4=0,127 do 4= 0,1305.

Ovdje dobivene optimalne vrijednosti parametra A ponesto se razlikuju od onih dobivenih u
literaturi primjenom pribliznih metoda spomenutih na pocetku poglavlja. Doista, u referenci
[Wittrick, 1951] primijenjena je metoda priblizne zakrivljenosti i preporucena vrijednost
konstrukcijskog parametra A je 4 = 0,127, a ista je vrijednost dobivena i metodom
pseudo—krutog modela u radu [Pei et al., 2010] te geometrijskom metodom u radu [Hongzhe,
Shusheng, 2010. II]. U referenci [Bitencourt et al., 2011] je, takoder metodom priblizne
zakrivljenosti dobivena preporucena vrijednost od 4 = 0,13. Naime, primjenom pribliznih
metoda proracuna uvode se odredena pojednostavljenja dok su primjenom metode konacnih

elemenata uzete u obzir nelinearnosti koje se javljaju zbog velikih kutova rotacije rotacijskog
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podatljivog mehanizma. Osnovna je razlika §to su vrijednosti konstrukcijskog parametra A pri
minimalnim parazitnim pomacima, dobivene pribliznim metodama, neovisne o kutu rotacije
mehanizma § i kutu lisnatih opruga prema vertikali a. Iz Slike 8.13 vidljivo je pak da je
pretpostavka pribliznih metoda da vrijednost konstrukcijskog parametra 4 pri minimalnim
parazitnim pomacima ne ovisi o kutovima 4 1 a kriva. Analiza metodom konac¢nih elemenata
pokazala je da ovisnost tog parametra o kutu rotacije mehanizma 4 raste sa smanjenjem kuta
a. Usporedbom rezultata pribliznih metoda 1 numericke analize zakljuCuje se stoga da su
vrijednosti dobivene pribliznim metodama zadovoljavajuée kada je a = 45°, dok preporucene

vrijednosti parametra A dobivene tim metodama sve viSe odstupaju sa smanjivanjem kuta a.

8.3 Ovisnost naprezanja i deformacija o pocetnoj zakrivljenosti
lisnatih opruga

Metodom konacnih elemenata analizirana je 1 izvedba rotacijskog podatljivog mehanizama
kod kojeg lisnate opruge imaju pocetnu zakrivljenost, a izgled takvog mehanizma prikazan je
na Slici 8.14. Rotacijski podatljivi mehanizam optere¢en je momentom M. Lisnate se opruge
izraduju iz materijala za opruge koji se hladno valja u trake, posljedi¢no, ¢esto u praksi trake
1z kojih se izraduju lisnate opruge imaju pocetnu zakrivljenost pa je vazno utvrditi njen utjecaj

na ponasanje rotacijskog podatljivog mehanizma u praksi.

[

)2 RS

M
Slika 8.14 Rotacijski podatljivi mehanizam s lisnatim oprugama s pocetnom zakrivljeno$éu

U ovom je dijelu rada analiziran model s geometrijom popre¢nog presjeka lisnatih opruga

b =15 mm i ¢t = 0,5 mm, dok je duljina lukova lisnatih opruga (A;0B; i A,OB;) i dalje
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zadrzana na Lpy = 115 mm. Tocka u kojoj se lisnate opruge sijeku definirana je tako da
vrijedi

I =1, (8.3)

U analizi su varirani kutovi y; 1 y, tangenta na kruzni luk definiran neutralnom osi lisnatih
opruga prema vertikali u rubnim tockama lisnatih opruga (Slika 8.14). Ovisno o vrijednosti
kutova y; 1 y» mijenja se i polumjer zakrivljenosti lisnatih opruga u neoptere¢enom polozaju.
U Tablici 8.3 dane su za vrijednosti kutova y; i y, te polumjeri zakrivljenosti lisnatih opruga

analiziranih konstrukcijskih konfiguracija rotacijskih podatljivih mehanizama.

Tablica 8.3 Geometrijske karakteristike konstrukcijskih konfiguracija rotacijskih podatljivih

mehanizama s oprugama s po¢etnom zakrivljenoséu

7 ) 72 (©) r (mm)
Mod 01 0 15 439,27
Mod 02 0 30 219,63
Mod 03 0 45 146,42
Mod 04 0 60 109,81
Mod 05 15 60 146,42

Na Slici 8.15 prikazana je ovisnost rotacijske krutosti mehanizma o kutu rotacije mehanizma
9 1 pocetnim zakrivljenostima lisnatih opruga, prikazanih kombinacijom kutova y; 1 y,.
Rotacijska krutost mehanizma raste s porastom pocetne zakrivljenosti, odnosno sa
smanjivanjem polumjera pocetne zakrivljenosti koja ovisi o razlici kutova y, — ;. Ukoliko je

razlika y, — y; veca, veca je 1 poCetna zakrivljenost.
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Slika 8.15 Ovisnost rotacijske krutosti podatljivog mehanizma o kutu rotacije $ i pocetnoj

zakrivljenosti lisnatih opruga
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Analizirani su 1 modeli s istom pocetnom zakrivljenos¢u lisnatih opruga (imaju istu razliku
y2 — 1), ali razli¢itom kombinacijom vrijednosti y; i 7> (kombinacije y; = 0°, y, = 45° te
71 = 15°, y2 = 60°) te je utvrdeno da u tom slucaju rotacijska krutost obaju modela poprima
slicne vrijednosti (vidjeti rezultate za Mod 03 i Mod 05 na Slici 8.15). Moze se stoga
zakljucCiti da je geometriju rotacijskog mehanizma s lisnatim oprugama s pocetnom
zakrivljeno$¢u preciznije definirati kombinacijom kutova y; 1 y» nego polumjerom pocetne

zakrivljenosti opruga.

Na Slici 8.16 prikazana je ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije

mehanizma 9 o tom kutu za razli¢ite kombinacije kutova y; i y,.
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Slika 8.16 Ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma $

o tom kutu 1 po€etnoj zakrivljenosti lisnatih opruga

Vidljivo je da potrebni moment gotovo linearno raste s porastom kuta rotacije 4, a njegova
vrijednost je veca §to je veca vrijednost razlike y, — y;. To je naravno ocekivano, zbog veze
M = K3, pa tako modeli s istom vrijednos¢u razlike kutova y, — y; imaju i gotovo identi¢nu

ovisnost potrebnog momenta o kutu J.

Na Slici 8.17 prikazana je ovisnost normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije
9 za razli¢ite kombinacije kutova y; i y,. Ne uocavaju se pritom znacajnija odstupanja
rezultata kod svih modela koji imaju vrijednost kuta y; = 0°. Iz Slike 8.17 je pak vidljivo da je
najpovoljnija izvedba (ona s najmanjom veli¢inom parazitnog pomaka) ona s kombinacijom
kutova y; = 15°, y, = 60°. Za razliku od rotacijskog mehanizma s ravnim lisnatim oprugama
kod kojeg je ovisnost normalizirane veliCine parazitnog pomaka o kutu rotacije

eksponencijalna, kod mehanizma s lisnatim oprugama s pocetnom zakrivljenos¢u navedena je
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ovisnost gotovo linearna i u cijelom razmatranom podrucju veca nego kod izvedbe s ravnim
lisnatim oprugama (cf. Sliku 8.1). Stoga rotacijski podatljivi mehanizam s pocetnom
zakrivljenoS¢u lisnatih opruga ima znatno vecu rotacijsku nepreciznost nego mehanizam s
ravnim lisnatim oprugama, a ta je nepreciznost izrazenija kod manjih kutova rotacije

mehanizma (cf. Sliku 8.1).
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Slika 8.17 Ovisnost normalizirane veliine parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma 9 i

pocetnoj zakrivljenosti lisnatih opruga

Na Slici 8.18 prikazana je ovisnost faze parazitnog pomaka o kutu rotacije $ za razlicite

kombinacije kutova y; 1 y,.
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Slika 8.18 Ovisnost faze parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma 9 1 pocetnoj

zakrivljenosti lisnatih opruga
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Vidljivo je tu da je promjena faze parazitnog pomaka u ovisnosti o kutu $ gotovo linearna te
se ne uocavaju znacajnija odstupanja rezultata kod modela koji svi imaju vrijednost kuta
y1 = 0°. Za razliku od rotacijskog mehanizma s ravnim lisnatim oprugama kod kojeg faza
parazitnog pomaka linearno raste s porastom kuta 9 od minimalne vrijednosti ¢ = 0°, kod
mehanizma s lisnatim oprugama s pocetnom zakrivljenoS¢u, faza parazitnog pomaka se s
porastom kuta 4 gotovo linearno smanjuje od maksimalne vrijednosti ¢ = 90°, Sto govori da je

u ovom slucaju pocetni parazitni pomak horizontalan.

Na Slici 8.19 prikazana je konacno i ovisnost najveceg naprezanja u ukljeStenju o kutu

rotacije mehanizma 9 za razli¢ite kombinacije kutova y; i y..
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Slika 8.19 Ovisnost najveceg naprezanja o kutu rotacije mehanizma 4 i pocetnoj

zakrivljenosti lisnatih opruga

Ovisnost najve¢eg naprezanja o kutu rotacije za sve analizirane modele je gotovo linearna, a
najveca se naprezanja u ukljestenjima javljaju kod izvedbi kod kojih je y, = 60°. Naprezanja
su cca. 20% veca nego kod izvedbe mehanizma s ravnim lisnatim oprugama. I u referenci
[Hildebrand, 1958] autor analizira ponasanje rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim
oprugama s pocetnom zakrivljenoS¢u. Pritom je, medutim, pocetna zakrivljenost lisnatih
opruga postignuta montazom, odnosno lisnate su opruge deformirane i u deformiranom
polozaju spregnute u rubnim tockama. Posljedi¢no, lisnate opruge montirane na ovaj nacin su
prednapregnute ali je vrlo teSko kontrolirati razinu stvarno postignutih naprezanja u
oprugama. U istom su radu provedena i eksperimentalna mjerenja na dva modela koji su

definirani kutovima y; = 15°, y, = 60° 1 y; = 0°, y, = 45°. Zakljuceno je da vecu rotacijsku
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krutost 1 manje parazitne pomake ima model koji je definiran s kutovima y; = 0°, y, = 45°.
Kod ovdje analizirane izvedbe rotacijskog podatljivog mehanizma (s neprednapregnutim
lisnatim oprugama), usporedbom modela definiranih s tim kutovima (Mod 03 i Mod 05) nije
pak uocena znacajna razlika rotacijske krutosti izmedu njih, dok su parazitni pomaci modela

Mod 05 nesto manji nego modela Mod 03.

8.4 Naprezanja i deformacije monolitne izvedbe rotacijskog

podatljivog mehanizma

Kao §to je ve¢ spomenuto u drugoj cjelini disertacije, rotacijski podatljivi mehanizam kod
kojeg podatljivi elementi nisu mimosmjerni, ve¢ su spojeni uzduz geometrijske osi, naziva se

monolitni rotacijski podatljivi mehanizam (Slika 2.8b).

Metodom konacnih elemenata analizirano je i ponaSanje konstrukcijske konfiguracije
monolitnog rotacijskog podatljivog mehanizma opterecenog kako je prikazano na Slici 8.20 s

geometrijom poprecnog presjeka lisnatih opruga b =15 mm, t=0,5 mm i/, =, = 57,5 mm.

Az I A1

Slika 8.20 Monolitni rotacijski podatljivi mehanizam

Na Slici 8.21 prikazana je rotacijska krutost takvoga mehanizma u ovisnosti o kutu rotacije 9,

a za razli¢ite kutove a. Vidljivo je da rotacijska krutost mehanizma blago pada s porastom
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kuta & Najvecée odstupanje vrijednosti rotacijske krutosti dobiva se pri najvecem
razmatranom kutu $ = 30° pa odstupanje rotacijske krutosti izmedu mehanizma s a = 15° 1
onoga s a = 45° u tom slucaju iznosi 3,1%. S druge je pak strane ta krutost gotovo 4 puta veca
od rotacijske krutosti mehanizma iste geometrije kod kojega su lisnate opruge mimosmjerne
jer 'prisilno' sprezanje opruga dovodi do rasta naprezanja koje se u njima javlja (cf. 1 Sliku
8.24). Moze se pak zakljuciti da kod monolitnih rotacijskih podatljivih mehanizama utjecaj
kuta a na rotacijsku krutost nije znacajan. Shodno tome nije znacajan utjecaj kuta a niti na
moment potreban za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma. Ovisnost potrebnog

momenta o kutu rotacije mehanizma prikazana je na Slici 8.22.
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Slika 8.21 Ovisnost rotacijske krutosti monolitnog podatljivog mehanizma o kutu rotacije

mehanizma & za razliéite a
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Slika 8.22 Ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma $

o tom kutu za razli¢ite kutove «
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Ovisnost normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu & prikazana je na Slici 8.23.
Vidljivo je da njezina vrijednost eksponencijalno raste s porastom i kuta rotacije mehanizma 4
kao 1 kuta a. Usporedbom rezultata dobivenih za normaliziranu veli¢inu parazitnog pomaka
za monolitnu konfiguraciju rotacijskog podatljivog mehanizma s rezultatima kada su lisnate
opruge mimosmjerne (cf. Slika 8.1) zakljuuje se da su kod monolitne izvedbe parazitni
pomaci znatno manji. Tako je pri kutu rotacije $ = 30° i kutovima lisnatih opruga prema
vertikali od 15°, 30° i1 45° parazitni pomak kod monolitne konfiguracije redom manji 6,08;

5,321 5,14 puta.
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Slika 8.23 Ovisnost normalizirane veliine parazitnog pomaka o kutu rotacije ¢ za razlicite

kutove a

Analizom faze parazitnog pomaka utvrdeno je pak da i za monolitne rotacijske podatljive

mehanizme vrijedi izraz (3.123), odnosno da faza parazitnog pomaka ne ovisi o kutu a.

Najvece naprezanje u ukljestenju u ovisnosti o kutu 4, a za razli¢ite kutove o prikazana je na
Slici 8.24. Najvece naprezanje gotovo linearno raste s porastom kuta rotacije 3. Za odredeni
kut 9 naprezanje je to vece Sto je kut a manji. Pri najveCem razmatranom kutu rotacije
9 = 30°, razlika vrijednosti najveceg naprezanja u monolitnom rotacijskom podatljivom
mehanizmu za kutove o = 15°1 a = 45° iznosi tako cca. 10%. Ve¢ je spomenuto da 'prisilno’
sprezanje opruga, kod monolitne konfiguracije, dovodi do rasta naprezanja koje se u njima
javlja pa je tako pri kutu rotacije mehanizma $ = 30° i kutovima lisnatih opruga prema
vertikali od 15°, 30° i 45° najveée naprezanje u odnosu na izvedbu s mimosmjernim

oprugama redom vece 4,46; 3,73 1 3,35 puta.
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Slika 8.24 Ovisnost najveceg naprezanja o kutu rotacije mehanizma 4 za razlicite kutove a

U radu je analizirana i konstrukcijska izvedba monolitnog rotacijskog mehanizma u literaturi
oznacena kao 'leptirasti mehanizam' prikazan na Slici 2.11b [Henein et al., 2003]. Tako je u
literaturi maksimalni razmatrani kut rotacije mehanizma iznosio 3 = 15°, ovdje Ce se
analizirati karakteristi¢ni parametri spomenutog mehanizma pri kutovima rotacije do 9 = 30°.

Leptirasti mehanizam opterecen je pritom momentom.

Na Slici 8.25 prikazan je analizirani model leptirastog mehanizma

Pomicni blok A

Medublok 1
Leptirasti medublok
Medublok 2

Nepomicni blok B

Slika 8.25 Model leptirastog mehanizma

Vidljivo je tu da se leptirasti podatljivi mehanizam sastoji iz pomi¢nog bloka, nepomicnog

bloka, tri medubloka od kojih se srediSnji naziva leptirasti medublok te osam lisnatih opruga.
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Lisnate su opruge spregnute kako je prikazano na slici te oznacene crvenom bojom.

Metodom konacnih elemenata analizirano je ponaSanje leptirastog rotacijskog podatljivog
mehanizma s geometrijom popre¢nog presjeka lisnatih opruga » = 15 mm, ¢ = 0,5 mm 1
L/2 =57,5 mm. Na Slici 8.26 prikazan je model leptirastog mehanizma kod kojega su pomi¢ni
blok A i medublokovi, da bi se osigurala njihova krutost, zamijenjeni gredama kojima je

pridijeljen model materijala s izrazito visokim modulom elasti¢nosti (£ = 10'* N/mm?).

Slika 8.26 Model leptirastog mehanizma kojem su medublokovi zamijenjeni gredama

Kao $to je vidljivo na Slici 8.26, da prilikom rotacije mehanizma ne bi doSlo do dodira
susjednih lisnatih opruga prije postizanja zeljenog kuta rotacije mehanizma 4, usvaja se da kut

izmedu susjednih lisnatih opruga iznosi 3/2 + 2°.

Na Slici 8.27 prikazana je ovisnost normalizirane veliine parazitnog pomaka leptirastog
podatljivog mehanizma o kutu rotacije mehanizma 4. Vidljivo je da normalizirana veli¢ina
parazitnog pomaka eksponencijalno raste s porastom kuta rotacije mehanizma $. Usporedbom
rezultata dobivenih za normaliziranu veli¢inu parazitnog pomaka za leptirastu konfiguraciju
rotacijskog podatljivog mehanizma s rezultatima prethodno analizirane konvencionalne
monolitne konfiguracije, moze se zakljuciti da su kod leptiraste izvedbe parazitni pomaci
znatno manji 1 to za viSe od 4 puta. Usporedbom pak s rezultatima kada su lisnate opruge
mimosmjerne (cf. Sliku 8.1) zakljucuje se da su kod leptiraste izvedbe parazitni pomaci manji

1 za viSe od 20 puta.
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Slika 8.27 Ovisnost normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije ¢ za leptirasti

mehanizam

Analizom faze parazitnog pomaka utvrdeno je da i za leptiraste rotacijske podatljive

mehanizme vrijedi izraz (3.123), odnosno da faza parazitnog pomaka ne ovisi o kutu a.

Najvece naprezanje u ukljestenju leptirastog mehanizma u ovisnosti o kutu § za razli¢ite

kutove a, prikazano je na Slici 8.28.
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Slika 8.28 Ovisnost najveceg naprezanja o kutu rotacije mehanizma 9 za leptirasti podatljivi

mehanizma

Najvece naprezanje gotovo linearno raste s porastom kuta rotacije . Kod leptiraste

konfiguracije 'prisilno' sprezanje opruga, fizikalno analogno kao kod konvencionalne
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monolitne izvedbe, dovodi do porasta naprezanja koje se u njima javlja ali je ukupno
naprezanje pri istim kutovima rotacije kod leptirastog mehanizma ipak znacajno manje nego
kod konvencionalne monolitne izvedbe. Tako je pri kutu rotacije mehanizma od 4 = 30°
najveée naprezanje u odnosu na izvedbu s mimosmjernim oprugama vece za gotovo 2 puta,
ali je 1 dalje znatno manje od granice teCenja za odabrani materijal lisnatih opruga. Moze se
dakle zakljuciti da leptirasti rotacijski podatljivi mehanizam omoguéava postizanje neznatnih
parazitnih pomaka uz veéi moguéi raspon kutova rotacije od konvencionalnog monolitnog

mehanizma. Veliki nedostatak leptiraste izvedbe je tehnoloski zahtjevna (skupa) proizvodnja.

8.5 Naprezanja i deformacije mehanizama u ovisnosti o vrsti
vanjskoga opterecenja

U dosadasnjoj su analizi metodom konacnih elemenata analizirani rotacijski podatljivi
mehanizmi optereceni samo momentom, a u ovom ¢e dijelu biti opisana analiza rotacijskog

mehanizma koji ¢e, uz moment, biti opterecen 1 silama.

Ve¢ je ranije reCeno da na stabilnost rotacijskog podatljivog mehanizma uvelike utjece
djelovanje vanjskih sila, a da se kod simetricnog rotacijskog podatljivog mehanizma
opterecenog momentom ne pojavljuje nestabilnost. S obzirom da u praksi na rotacijski
podatljivi mehanizam uz moment djeluju i sile, napravljena je analiza utjecaja kombinacije

opterecenja na stabilnost mehanizma.

U radovima [Wittrick, 1951], [Zelenika, De Bona, 2002], [Hongzhe, Shusheng, 2010. II] te
[Goncalves et al., 2014] analiziran je utjecaj djelovanja vertikalne sile i momenta na parazitne
pomake rotacijskog podatljivog mehanizama. Analiza je pokazala da se pod djelovanjem
vlacne vertikalne sile parazitni pomaci povecavaju dok se djelovanjem tlacne vertikalne sile ti
pomaci smanjuju. Kako bi se provjerila tocnost predlozene metode izracuna rotacijskih
podatljivih mehanizama temeljene na metodi priblizne zakrivljenosti, u radu [Zelenika, De
Bona, 2002] opisana su i eksperimentalna mjerenja kojima je analiziran utjecaj djelovanja
momenta i dodatnih vertikalnih sila na parazitne pomake mehanizma. Eksperimentalna
mjerenja pokazala su da predlozena metoda daje zadovoljavajuéu kvalitativnu sliku, ali uz
poprilicna odstupanja u vrijednostima samih pomaka te velike racunske komplikacije
[Zelenika, De Bona, 2002]. U radovima [Wittrick, 1948] te [Haringx, 1949] primjenom
metode priblizne zakrivljenosti analiziran je utjecaj optereCenja na rotacijsku krutost

podatljivog mehanizma kada konstrukcijski parametar 4 iznosi 4 = 0,5. Utvrdeno je da se

165



Kristina Markovic¢ Doktorska disertacija

djelovanjem tlacne vertikalne sile rotacijska krutost mehanizma moze povecati i viSe od tri
puta. Takoder je utvrdeno da je sa stajaliSta stabilnosti mehanizma povoljnije rotacijski
podatljivi mehanizam opteretiti tlacnom vertikalnom silom nego vla¢nom. Analiza je
prosirena u referencama [Wittrick, 1951] te [Goncalves et al., 2014] gdje je, takoder
primjenom metode priblizne zakrivljenosti, analiziran utjecaj optereCenja uz promjenu
vrijednosti konstrukcijskog parametra A, a u radu [Goncalves et al., 2014] provedena je i
analiza metodom konac¢nih elemenata. Analizama je pokazano da je utjecaj parametra 4 na
rotacijsku krutost mehanizma vrlo znacajan kada je mehanizam uz moment opterecen i
vertikalnom silom. U radu [Goncalves et al., 2014] analizirana je rotacijska krutost za
vrijednosti parametra 4 pri minimalnim parazitnim pomacima (gdje je pretpostavljeno da je
optimalna vrijednost analiziranog parametra A = 0,1277). U referenci [Wittrick, 1951]
definirano je podrucje stabilnosti rotacijskog podatljivog mehanizma kada konstrukeijski
parametar A iznosi, redom, A = 0,5; 0,127 i 0. Utvrdeno je da se, ovisno o opterecenju
rotacijskog podatljivog mehanizma, promjenom parametra A znacajno utjeCe na varijabilnost

rotacijske krutosti.

Analiziran je utjecaj vanjskih sila na rotacijsku krutost podatljivog mehanizma optere¢enog

kao Sto je prikazano na Slici 8.29. Lisnate opruge sijeku se na sredini aktivnih duljina.

B,

Slika 8.29 Rotacijski podatljivi mehanizam optere¢en momentom i silama kroz geometrijsko

srediSte

Geometrija lisnatih opruga definirana je njthovom Sirinom 4 = 30 mm, debljinom = 0,5 mm i
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duljinom L = 115 mm. Pri analizi nije uzeta u obzir horizontalna sila H jer je njen utjecaj

fizikalno ekvivalentan ve¢ prisutnom momentu (ti se utjecaji fizikalno superponiraju).

Kako bi se utvrdio utjecaj djelovanja vertikalne sile na rotacijsku krutost, parazitne pomake i
naprezanja provedene su sljedece analize:
= analiza utjecaja djelovanja kombinacije vertikalne tla¢ne sile i momenta,

= analiza utjecaja djelovanja kombinacije vertikalne vla¢ne sile i momenta.
U provedenoj se analizi pretpostavlja da vertikalna sila i moment djeluju u geometrijskom
srediStu O rotacijskog mehanizma. Na Slici 8.30 prikazana je konzolna greda OA, na ¢ijem

slobodnom kraju O djeluju moment i vertikalna sila, te 'prenosi' optere¢enje na kruto tijelo A.
Rubni uvjeti su postavljeni kao Sto je ve¢ pojasnjeno u Sestoj cjelini. Kako bi se osigurala

krutost tijela A, model materijala definiran je s izrazito visokim modulom elasti¢nosti

(E = 10" N/mm®) i pridijeljen gredi OA, i krutom tijelu A.

A (Az=0) A (Az=0)
Az
V
y M{ o
x |
B1 BZ
: |
(Ax=0, Ay =0, Az =0) (Ax=0, Ay =0, Az =0)

Slika 8.30 Opterecenje i1 rubni uvjeti modela rotacijskog podatljivog mehanizma opterec¢enog

silom i momentom

Optere¢ivanje modela mehanizma provedeno je u dva koraka:
» U prvom je koraku, kako bi se osigurala konvergencija i ¢im veca toCnost rezultata,
mehanizam optereCen samo vertikalnom silom, a samo uvodenje sile provedeno je u
10 podkoraka.
* U drugom koraku, kada na model mehanizma ve¢ djeluje vertikalna sila u punom
iznosu, postepeno se uvodi i moment. Broj podkoraka odreduje se za svaki analizirani
model zasebno, a ovisno o ocekivanom momentu koji dovodi do nestabilnosti

rotacijskog podatljivog mehanizma. Spomenute vrijednosti momenta procjenjuju se
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iskustveno na osnovu velikog broja prethodno provedenih analiza pri izradi doktorske

disertacije.

Na Slici 8.31 prikan je utjecaj vertikalnih sila na rotacijsku krutost mehanizma. Analize su
provedene za vla¢nu vertikalnu silu V= 8 N i tlatne vertikalne sile ¥ =—8 Ni J'=— 50 N.

Kut lisnatih opruga prema vertikali iznosio je a = 45°.

2
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e
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Kut rotacije mehanizma, 9 (°)

Slika 8.31 Ovisnost rotacijske krutosti o kutu rotacije mehanizma ¢ za razlicite vrijednosti

vertikalne sile

Pri analizi se vodilo ra¢una da pri rotaciji krutog tijela A dolazi do pomaka geometrijskog
srediSta mehanizma O. To znaci da vertikalna sila s rezultiraju¢im krakom uzrokuje moment
koji iznosi

AM =V Ax, (8.4)

gdje je Axp pomak tocke O u smjeru osi x. Rotacijska se krutost, stoga, mora racunati s

korigiranom vrijedno$¢u momenta koja iznosi
M, =M+AM (8.5)

Pri izraunu korigirane vrijednosti momenta primjenom izraza (8.5) treba voditi racuna i o

predznaku, odnosno da li vertikalna sila utjece na njegovo povecanje ili smanjenje.

Iz Slike 8.31 vidljiv je vrlo znacajan utjecaj vertikalne sile na rotacijsku krutost mehanizma.
Naime, u usporedbi kada na rotacijski mehanizam djeluje samo moment, djelovanjem vlacne
vertikalne sile na mehanizam rotacijska se krutost smanjuje, dok se djelovanjem tlacne
vertikalne sile ona povecava. Isto tako, rotacijska krutost ovisi i o kutu rotacije 3, medutim ta

ovisnost nije znacajna. Analizom metodom kona¢nih elemenata utvrdeno je da, kada na
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mehanizam djeluje vlacna vertikalna sila, rotacijska krutost blago raste s porastom kuta J.

Postepenim smanjivanjem vlacne sile 1 prelaskom u podrucje u kojem djeluje tlacna sila, s

porastom vrijednosti tlacne sile raste i1 rotacijska krutost, ali ujedno (za odredenu vrijednost

tlacne sile) krutost blago pada s porastom kuta 9.

Na Slici 8.32 prikazana je ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije

mehanizma & o tom kutu. Kako rotacijska krutost raste s porastom kuta 3, istovremeno raste i

potrebni moment.
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Slika 8.32 Ovisnost momenta potrebnog za dobivanje odredenog kuta rotacije $ o tom kutu

za razlicite vrijednosti vertikalnih sila

Na Slici 8.33 je pak prikazan utjecaj vertikalnih sila na normaliziranu veli¢inu parazitnog

pomaka.
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Slika 8.33 Ovisnost normalizirane veli¢ine parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma 4

za razli¢ite vrijednosti vertikalnih sila
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Djelovanje vlacne vertikalne sile povecava nezeljene parazitne pomake, dok ih tlacne sile

smanjuju. S porastom tla¢ne sile parazitni pomaci sporije rastu s rastom kuta rotacije 9.

Prikaz ovisnosti faze parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma dan je na Slici 8.34.
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Slika 8.34 Ovisnost faze parazitnog pomaka o kutu rotacije mehanizma 9 za razlicite

vrijednosti vertikalne sile

Rast faze parazitnog pomaka za sve je vrijednosti vertikalnih sila linearan u cijelom podrucju
kuta rotacije 9. U odnosu na slucaj optere¢enja kada na mehanizam djeluje samo moment,
djelovanjem vla¢ne vertikalne sile, s porastom kuta rotacije faza parazitnog pomaka raste

sporije, a djelovanjem tlacne sile faza raste brze.

Utjecaj vertikalnih sila na najveca naprezanja u ukljestenjima prikazan je na Slici 8.35.

300

250 /

7~

200 / <
/./f 474 —— V=-50N
T —— V=-8N
100 P V=0N

Najvecée naprezanje,
2
0o (N/Mm?)
[
()]
S

(9,
e
:‘\
\\ '\
\\\
\\\
I
I
<
Il
o0
z

)

0 5 10 15 20 25 30
Kut rotacije mehanizma, 4 (°)

Slika 8.35 Ovisnost najvecih naprezanja o kutu rotacije mehanizma 4 za razli¢ite vrijednosti

vertikalne sile
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Vidljiva je promjena najve¢ih naprezanja ovisno o kutu rotacije mehanizma § te za razliCite

vrijednosti vertikalnih sila.

Ve¢ je u ranijim analizama spomenuto da djelovanje samo momenta na rotacijski podatljivi
mehanizam uzrokuje najveée naprezanje u ukljestenju lisnatih opruga. Ovom je analizom
utvrdeno da kombinacija djelovanja tlacne vertikalne sile 1 momenta moZze izazvati najvece
naprezanje koje se ne nalazi u ukljeStenju, ali je najvece ekvivalentno naprezanje i dalje, 1 za
najvece razmatrane kutove rotacije mehanizma, puno manje od granice teCenja materijala

opruga.

Nakon $to je utvrdeno kako vertikalne sile utjeCu na ponaSanje tretiranih mehanizama,
provedena je i analiza njihovog utjecaja na stabilnost. U dostupnoj je literaturi pronaden
dijagram prikazan na Slici 4.6 dobiven analiti¢kim izraCunom opisanim u cjelini 4.1 kojim je
definirana stabilnost mehanizama kod kojih je a = 45° [Wittrick, 1948]. Vrijednosti na tom
dijagramu su, kako je ve¢ reCeno, dobivene rjeSavanjem priblizne jednadzbe zakrivljenosti
elasticne linije lisnate opruge. Zato je u doktorskoj disertaciji provedena opseznija analiza
stabilnosti rotacijskih podatljivih mehanizama s prethodno definiranom geometrijom lisnatih
opruga za razliite kutove a lisnatih opruga prema vertikalnoj osi. Analiza je ukljucivala i
geometrijske nelinearnosti (velike deformacije opruga). Pa su tako analizirani mehanizmi s

kutovima a = 15°, 30° 1 45°, a rezultati analize prikazani su na Slici 8.36.
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Slika 8.36 Rotacijska krutost rotacijskog podatljivog mehanizma s lisnatim oprugama u

ovisnosti o vla¢noj sili koja djeluje na mehanizam

Na Slici 8.36 sve su vrijednosti dane u bezdimenzijskom obliku. Vidljivo je da se vertikalnom

silom uvelike utjee na rotacijsku krutost mehanizma, te da se ve¢ djelovanjem male vlac¢ne
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sile na mehanizam moze do¢i u nestabilno podrucje. ZakljuCeno je da je pri vrijednosti
konstrukcijskog parametra 4 = 0,5, sa stajaliSta stabilnosti mehanizma pogodnije djelovanje
kombinacije opterec¢enja vertikalne tlacne sile i momenta od kombinacije vertikalne vlacne
sile 1 momenta. U ovisnosti o vrijednosti kuta nagiba opruga a, za odredenu se
bezdimenzijsku vrijednost VyuwL*/(EI) rotacijska krutost mehanizma moZe poveéati vise od
Sest puta. Isto tako smanjivanjem kuta a rotacijski se mehanizam moze opteretiti ve¢om

tla¢nom silom 1 jo§ uvijek ostati stabilan.

Kao $to je vidljivo na Slici 8.31, ako je rotacijski podatljivi mehanizam u uporabi optere¢en
konstantnom vertikalnom silom i momentom ili samo momentom, njegova je rotacijska
krutost tijekom rotacije gotovo konstantna, Sto zna¢i da linearan rast momenta uzrokuje
gotovo linearan rast kuta rotacije $. Medutim, s obzirom da rotacijska krutost uvelike ovisi o
iznosu sile koja ga opterecuje, u slucaju da na mehanizam djeluje promjenjiva vertikalna sila,
tesko je osigurati miran i kontinuirani rad rotacijskog podatljivog mehanizma, jer kut rotacije

9 tada vise ne raste linearno s porastom momenta.

Da bi se iznaSlo konstrukcijsko rjeSenje koje ima minimalne parazitne pomake uz minimalnu
promjenu rotacijske krutosti analiziran je model mehanizma s varijabilnim konstrukeijskim
parametrom A pri kutu nagiba opruga a = 45°. Rezultati takve analize prikazani su na Slici

8.37.
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Slika 8.37 Rotacijska krutost u ovisnosti o vlacnoj sili koja djeluje na mehanizam za razlicite

vrijednost parametra 4
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Na slici se uocava vrlo znacajan utjecaj polozaja tocke presjeciSta opruga na promjenu
rotacijske krutosti, odnosno da se smanjivanjem parametra 4 smanjila i promjena rotacijske
krutosti, te se time osigurava veéa stabilnost rotacijskog mehanizma. Cak $tovise, smanjenjem
vrijednosti parametra 4 u odnosu na vrijednost 4 = 0,13 koja pri o = 45° jam¢i minimalne

parazitne pomake, varijabilnost rotacijske krutosti se dodatno smanjuje.

Preglednosti radi na Slici 8.38 prikazana je ovisnost bezdimenzijske rotacijske krutosti o

promjeni opterecenja i to za onaj raspon za koji je promjena rotacijske krutosti minimalna.
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Slika 8.38 Rotacijska krutost u ovisnosti o vertikalnoj sili koja djeluje na mehanizam za

vrijednosti geometrijskog parametra A =0,1 14~ 0,13

U slucaju da na mehanizam djeluje vla¢na vertikalna sila s bezdimenzijskom vrijednoséu
VvlakLz/(EI) < 30, a za geometrijski parametar A = 0,1, mala je promjena rotacijske krutosti.
Mehanizam s parametrom 4 = 0,13 ima malu promjenu rotacijske krutosti na neSto uzem
podrucju od Vi, t]akLz/(El)l < 10. Medutim prednost je ove konstrukcijske konfiguracije u
tome §to se moZe opteretiti izmjeni¢nim opterecenjem uz, istovremeno, neznatne parazitne

pomake.

Kako je ve¢ navedeno, slicna analiza utjecaja parametara A i kombinacije opterecenja
provedena je i, primjenom metode priblizne zakrivljenosti, u referenci [Wittrick, 1951], ali su
metodom konacnih elemenata u disertaciji dobiveni to¢niji rezultati jer je metodom konacnih

elemenata, za razliku od metode priblizne zakrivljenosti, moguce uzeti u obzir nelinearnosti
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uzrokovane velikim kutovima rotacije mehanizma.

8.6 Analiza dobivenih rezultata

Rotacijski podatljivi mehanizmi su, zbog prednosti navedenih u 2. poglavlju doktorske
disertacije, uvijek povoljno rjeSenje za konstrukcijsko osiguravanje toc¢nog, jeftinog i
pouzdanog rotacijskog zgloba. Ipak, kada je potrebno osigurati ultravisoke tocnosti i
preciznosti 1 pri ve¢im kutovima rotacije mehanizma, njihova analiza postaje zahtjevnija, a
rezultati dobiveni u 3., 4., 6. 1 7. poglavlju disertacije pokazuju da je tada njihovo ponaSanje
mogucée na primjeren nacin opisati samo proracunski zahtjevnom iterativnom procedurom
temeljenom na FElastica metodi ili nelinearnom analizom metodom konac¢nih elemenata.
Stovide, metoda konac¢nih elemenata omoguéava i podrobniju analizu ponaSanja rotacijskih
podatljivih mehanizama 1 u razli¢itim konstrukcijskih konfiguracijama analiziranim u 8.
poglavlju, ¢ime je mogucée utvrditi utjecaj konstrukcijskih parametara analiziranih
mehanizama ne samo na parazitne pomake koji definiraju toCnosti i preciznost rotacije
mehanizama, nego i na varijabilnost rotacijske krutosti, te na stabilnost i cvrsto¢u

mehanizama. Provedenom analizom utjecajnih ¢imbenika je stoga bilo moguce utvrditi da:

= pravilnim izborom materijala lisnatih opruga osigurava se njegova primjerena cvrstoca

1 pri najveéim razmatranim kutovima rotacije mehanizma 9;

= promjena kuta nagiba lisnatih opruga a utjeCe na parazitne pomake na nacin da s
porastom kuta a raste i normalizirana veliina parazitnog pomaka d/L ali o ne utjece

na fazu parazitnog pomaka;

= porastom kuta a eksponencijalno raste rotacijska krutost rotacijskog podatljivog

mehanizma;

= pomicanjem tocke presjecista lisnatih opruga rotacijskog podatljivog mehanizma O,
odnosno varijacijom konstrukcijskog parametra A, se parazitni pomak moZe svesti na
neznatnu vrijednost pa se, kod uobicajene konstrukcijske konfiguracije s a = 45°, za
A = 0,13 moze dobiti neznatan (horizontalni) parazitni pomak i pri velikim kutovima

rotacije mehanizma 9;

* smanjenje parazitnog pomaka varijacijom konstrukcijskog parametra A dobiva se,
medutim, uz znatno (cca. 3 puta) povecanje rotacijske krutosti mehanizma i

rezultirajuc¢ih naprezanja u ukljeStenju lisnatih opruga;

174



Kristina Markovic¢ Doktorska disertacija

= porast pocetne zakrivljenosti lisnatih opruga, izrazen razlikom kutova nagiba tangenti
prema neutralnoj osi opruga u ukljeStenjima, uzrokuje porast rotacijske krutosti
mehanizma, dok se kod kombinacije kutova y; = 15° p, = 60° dobiva najmanji

parazitni pomak;

= u cijelom analiziranom podrucju parazitni pomaci rotacijskih podatljivih mehanizama
s lisnatim oprugama s pocetnom zakrivljenos¢u veci su nego kod izvedbe mehanizma
s ravnim lisnatim oprugama $to dovodi do rotacijske nepreciznosti uz cca. 20% veca

naprezanja u ukljestenjima te se ne preporuca njihova uporaba;

* monolitna izvedba rotacijskog podatljivog mehanizma dovodi do smanjenja veliine
parazitnih pomaka za pet puta, ali po cijenu vrlo izrazenog (Cetverostrukog) porasta
rotacijske krutosti i najvecih naprezanja mehanizma u odnosu na konstrukcijsku

konfiguraciju s mimosmjernim lisnatim oprugama i to uz vrlo mali utjecaj kuta a;

= leptirasta konfiguracija rotacijskog podatljivog mehanizma, ¢ija je izrada kompleksna
1 skupa, dodatno smanjuje parazitne pomake pa su oni i do 20 puta manji od parazitnih
pomaka konstrukcijske konfiguracije s mimosmjernim lisnatim oprugama uz 2 puta
manja naprezanja u ukljeStenjima u odnosu na konvencionalnu monolitnu izvedbu

(Sto, dakle, omogucéava postizanje vecih raspona gibanja mehanizma);

= kada je rotacijski podatljivi mehanizam podvrgnut i djelovanju vertikalnih tla¢nih sila,
rotacijska se krutost povecava, a djelovanju vertikalnih vla¢nih sila se smanjuje,
mehanizam je stabilan u uskom podrucju vrijednosti vertikalnih sila, posebice kada
one vlacno opterecuju mehanizam, dok tlacne vertikalne sile mogu vrlo pozitivno

utjecati na stabilnost mehanizma,;

= vlacne vertikalne sile povecavaju pak parazitne pomake dok ih tla¢ne sile smanjuju uz
istovremeni rast faze parazitnog pomaka i rast najve¢ih ekvivalentnih naprezanja u

lisnatim oprugama;

= pokazuje se pritom da konstrukcijska konfiguracija s parametrom 4 = 0,13 koja, pri
a = 45° jam¢i minimalne parazitne pomake, ima neznatnu varijaciju rotacijske
krutosti u podru¢ju vertikalnih sila razliite orijentacije ako vrijedi

Votak, tail*/(ED)| < 10;

= pri vrijednosti konstrukcijskog parametrom 4 = 0,1, kada na mehanizam djeluje vlacna
vertikalna sila s bezdimenzijskom vrijednoséu VvlakLz/(El) < 30 (mehanizam je, dakle,

stabilniji u Sirem rasponu sila nego mehanizam s oprugama koje se sijeku na sredini
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svojih duljina!), rotacijska krutost mehanizma ima vrlo malu varijabilnost a 1 parazitni

pomaci su jos$ uvijek vrlo mali;

= te stabilne konstrukcijske konfiguracije s minimiziranim parazitnim pomacima i vrlo
malom varijabilno$¢u rotacijske krutosti postizu se, kako je istaknuto, ipak po cijenu
rasta rotacijske krutosti mehanizma, odnosno porasta momenta potrebnog za
dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma 9 pri ¢emu su najveca ekvivalentna
naprezanja ipak jo$ uvijek i za najvece razmatrane kutove rotacije mehanizama znatno

niza od granice te€enja materijala lisnatih opruga.

Iz svega navedenoga razvidno je da ¢e optimalna konstrukcijska konfiguracija uvijek biti
ovisna o konkretnoj primjeni. Optimum c¢e se, dakle, uvijek dobiti kao kompromis izmedu
rjeSenja koja dovode do poboljSanja nekih od karakteristika rotacijskih podatljivih
mehanizama s lisnatim oprugama uz istovremeno pogorSanje nekih drugih karakteristika.
Monolitni mehanizam tako, primjerice, dovodi do naglaseno velikog smanjenja veliine
parazitnih pomaka ali uz istovremeno povecanje rotacijske krutosti 1 naprezanja u oprugama
Sto bi, pri ve¢im kutovima rotacije mehanizma, moglo dovesti do ugrozavanja strukturne
cjelovitosti mehanizma. Leptirasta konfiguracija dovodi do dodatnog smanjenja parazitnih
pomaka, uz nesto manje povecanje ekvivalentnih naprezanja, ali je njihova izrada znatno
slozenija 1 skuplja Ipak, rjeSenje s pomakom toCke presjeciSta lisnatih opruga na cca.
10-13% njihove duljine moZe i pri veéim kutovima rotacije mehanizma omoguciti
minimizaciju parazitnih pomaka uz istovremenu minimizaciju varijabilnosti rotacijske
krutosti, osiguravanje stabilnosti mehanizma te zadrzavanje naprezanja u oprugama na
prihvatljivim razinama. Takvo rjeSenje ¢e, dakle, biti zadovoljavajuce u vrlo Sirokom rasponu

potencijalnih primjena rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama.
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9 Zakljucak

U doktorskoj disertaciji analiziraju se konstrukcijski parametri razli¢itih konfiguracija
rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama. Osnovni ciljevi koji se postavljaju
pri konstruiranju takvih mehanizama su: Sto veca rotacijska preciznost i to¢nost, $to manja
varijabilnost rotacijske krutosti, stabilnost, jednostavnost konstrukcije i pouzdanost. S tim su
ciljem analizirane 1 sintetizirane dosadasnje teorijske spoznaje i rezultati na podruc¢ju

matematickog 1 numeri¢kog modeliranja rotacijskih podatljivih mehanizama.

Budué¢i da se razmatrani mehanizmi temelje na lisnatim oprugama, osnova predvidanja
njihovog ponasanja je upravo analiza karakteristi¢nih parametara lisnatih opruga. Definiranje
karakteristi¢nih parametara lisnatih opruga u podrucju malih kutova rotacije mehanizama je
relativno jednostavno, a 1 geometrijsko srediSte rotacije mehanizma se tada gotovo poklapa s
tockom u kojoj se lisnate opruge krizaju u neoptereCenom polozaju. Problem se, pak,
komplicira povecanjem kutova rotacije mehanizma kada opruge ulaze u podrucje velikih
(geometrijski nelinearnih) deformacija. Posljedicno dolazi i do znacajnijih pomaka
geometrijskog srediSta rotacije mehanizama te vece varijacije rotacijske krutosti analizirane

klase mehanizama.

Kako bi se provela analiza konstrukcijskih parametara simetri¢nih rotacijskih podatljivih
mehanizama s lisnatim oprugama optere¢enih momentom, u okviru doktorske disertacije
razvijen je analiticki model lisnatih opruga na polju velikih (geometrijski nelinearnih)
deformacija primjenom tzv. Elastica metode. Taj je model i implementiran u programskom

paketu MATLAB. Pristup Elastica metode pretpostavlja tono rjeSavanje diferencijalne
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jednadzbe elasticne linije $to ukljuCuje kompleksno rjeSavanje elipticnih integrala uz

koriStenje iterativnih postupaka.

U disertaciji je razvijen i numeri¢ki model simetri¢nog rotacijskog mehanizma metodom
konac¢nih elemenata u programskom paketu ANSYS. Rezultati dobiveni analizom metodom
kona¢nih elemenata usporedeni su s rezultatima eksperimentalnih mjerenja dostupnima u
literaturi te je ostvareno vrlo dobra poklapanje rezultata. U cijelom razmatranom podrucju
rotacije mehanizma odstupanja veli¢ine parazitnih pomaka dobivenih analizom metodom
kona¢nih elemenata u odnosu na rezultate dobivene novijim visokopreciznim mjerenjima
izvr§enima uporabom laserske interferometrije iznose manje od 2 %. Rezultati analize
metodom konacnih elemenata za fazu parazitnog pomaka u podru¢ju su nepouzdanosti
interferometrijskih mjerenja. Odstupanja rotacijske krutosti eksperimentalnih mjerenja 1
rezultata dobivenih metodom konacnih elemenata gdje je u analizi uzet u obzir antiklasti¢ni
efekt iznose u cijelom razmatranom podrucju rotacije mehanizma manje od 2,5 %. Na taj je
na¢in potvrdena primjenjivost metode konacnih elemenata na analizu naprezanja i
deformacija razmatrane klase mehanizama i kod velikih kutova rotacije, Sto stvara
pretpostavke za uporabu te metode na analizu utjecaja konstrukcijskih parametara i

opterecenja rotacijskog podatljivog mehanizma.

Analizom metodom konacnih elemenata takoder je pokazano da kod simetri¢nih rotacijskih
podatljivih mehanizama optere¢enih momentom veli¢ina parazitnog pomaka eksponencijalno
raste s porastom kuta rotacije mehanizma, dok je faza parazitnog pomaka jednaka polovici
vrijednosti tog kuta. Rotacijska krutost simetri¢nih rotacijskih podatljivih mehanizama vrlo
blago eksponencijalno raste s porastom kuta rotacije (gotovo je konstantna). Kod rotacijskih
podatljivih mehanizama rotacijska krutost ne poprima negativnu vrijednost, pa posljedi¢no ne
dolazi do nestabilnosti mehanizma. Ekvivalentna naprezanja linearno pak rastu s porastom

kuta rotacije mehanizma.

Provedena je zatim temeljita analiza pribliznih analitickih postupaka izracuna deformacija i
naprezanja analiziranih mehanizama dostupnih u literaturi. Kako bi se utvrdile granice
primjenjivosti pojedinih pribliznih metoda proracuna u ovisnosti o zahtijevanom stupnju
tocnosti, rezultati dobiveni tim metodama usporedeni su s onima dobivenima metodom
kona¢nih elemenata. Poseban naglasak stavljen je pritom na preciznost izracuna dvaju
najvaznijih parametara kojima se predvida ponasanje rotacijskih podatljivih mehanizama u
radu: parazitnih pomaka i rotacijske krutosti, a analizirano je podrucje kutova rotacije od

0° < $<30°.
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Normalizirana veli€ina parazitnog pomaka dobivena Elastica metodom izvrsno se poklapa s
metodom konacnih elemenata za sve analizirane kutove rotacije mehanizma dok su
odstupanja metode pseudo—krutog modela prema Peiu [Pei et al., 2009] neznatna. Elastica
metodom se, kao Sto je viSe puta reCeno, rjeSava tocna diferencijalna jednadzbe elasti¢ne
linije, pa se ocekivano primjenom te metode dobivaju najtoCnije analiticki dobivene
normalizirane veli€ine parazitnih pomaka. Primjenom geometrijske metode prema Troegeru
[Troeger, 1962] i1 kinematickog modela prema Wuestu [Wuest, 1950] dobivaju se zanemariva
odstupanja rezultata za kutove rotacije manje od 15° pa se primjena ovih racunski
jednostavnijih metoda moze preporuciti kod manje zahtjevnih preliminarnih izracuna
rotacijskih podatljivih mehanizama. Za kutove rotacije ve¢e od 15° geometrijska metoda
prema Tregeru daje toCnije rezultate od kinematickog modela. Usporedeni su 1 rezultati
metode pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom prema Howellu [Jensen, Howell, 2002],
metode pseudo—krutog modela Cetverostapnog mehanizma prema Howellu [Jensen, Howell,
2002] te geometrijske metode zglobnog cetverokuta s rezultatima dobivenim metodom
konac¢nih elemenata. Utvrdeno je tako da niti jedna od tih metoda ne daje dovoljnu razinu
tocnosti izracuna veli¢ine parazitnih pomaka. Ocekivano, geometrijska metoda zglobnog
cetverokuta najvisSe odstupa jer se njome ne uzima u obzir savijanje grede i utjecaj aksijalnih
sila. Treba jo§ naglasiti da pretpostavku metode priblizne zakrivljenosti prema Wittricku
[Wittrick, 1948] prema kojoj je veliCina parazitnog pomaka za kutove manje od 20°
zanemariva treba 'uzeti' s rezervom, jer se tom metodom dobivaju, u odnosu na numericke
rezultate, najveca odstupanja od svih analitiCkih metoda (izuzev onih geometrijske metode

zglobnog Cetverokuta) ve¢ za kutove rotacije mehanizma vece od 7°.

Kod rotacijskih mehanizama optereCenih momentom rotacijska krutost ima gotovo
konstantnu karakteristiku u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma, odnosno rotacijska krutost se
promjenom momenta znacajnije ne mijenja. U cijelom podrucju analiziranih kutova rotacije
mehanizma ostvareno je izvrsno poklapanje rotacijske krutosti dobivene Elastica metodom s
utjecajem antiklasti¢nog efekta s metodom konacnih elemenata. Odstupanja Elastica metode
bez utjecaja antiklastinog efekta rastu s porastom kuta rotacije mehanizma, pa pri kutu od
9 = 30° odstupanje od rezultata metode konacnih elemenata iznosi AK =1,01%. Primjenom
metode pseudo—krutog modela cetveroStapnog mehanizma prema Howellu [Jensen, Howell,
2002] za raspon kutova 10 < 3 < 23° dobivaju se odstupanja rotacijske krutosti unutar 1%.
Odstupanja rotacijske krutosti dobivena metodom priblizne zakrivljenosti prema Wittricku

[Wittrick, 1948] od rezultata metodom konac¢nih elementa rastu eksponencijalno s porastom
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kuta rotacije. Doista, iako je ovom metodom uzet u obzir utjecaj aksijalne sile na savijanje
lisnate opruge, aproksimacijom izraza za elastiénu liniju zanemaruje se kvadrat male
vrijednosti (dy/dx)* ¢ime se ¢ini znadajna pogreska. Za kutove rotacije mehanizma ¢ < 15°
odstupanja te metode su tako unutar 1 %, ali pri kutu rotacije $ =30° odstupanje iznosi vec
AK = 5%. Metoda pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom prema Howellu [Jensen,

Howell, 2002] ne omoguc¢ava dovoljnu razinu tocnosti za izracun rotacijske krutosti.

Na temelju navedenoga zakljucuje se da je Elastica metoda pogodna za precizne izracune
parazitnih pomaka i rotacijske krutosti rotacijskih podatljivih mehanizama dok se od
pribliznih analitickih metoda pogodnom za izracun parazitnih pomaka pokazala metoda
pseudo—krutog modela prema Peiu [Pei et al., 2009]. Za priblizne preliminarne proracune
parazitnih pomaka preporucaju se geometrijska metoda prema Troegeru [Troeger, 1962] i
kinematicki model prema Wuestu [Wuest, 1950], a za izracun rotacijske krutosti metoda

priblizne zakrivljenosti prema Wittricku [Wittrick, 1948].

Numericki model metodom konacnih elemenata razvijen u disertaciji pogodan je i raCunski ne
prezahtjevan alat za predvidanje ponaSanja rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim
oprugama. Stoga je analiza metodom konacnih elemenata proSirena kako bi se provela analiza
utjecaja konstrukcijskih parametara na ponasanje rotacijskih podatljivih mehanizama.
Posebno su pritom analizirani sljedec¢i konstrukcijski Cimbenici: promjena kuta medu lisnatim
oprugama, promjena tocke presjecista opruga te promjena pocetne zakrivljenost opruga, a sve
kako bi se utvrdilo kako promjena konstrukcijske konfiguracije i opterecenja utjeCe na

rotacijsku krutost, stabilnost i to¢nost mehanizma.

Promjenom kuta « lisnatih opruga prema vertikali utvrdeno je da normalizirana veli¢ina
parazitnog pomaka eksponencijalno raste s porastom kutova a 1 $. S porastom kuta a raste 1
rotacijska krutost mehanizma, ali rast nije znacajan. Porastom kuta o rastu naprezanja u

ukljestenjima lisnatih opruga dok promjena kuta o ne utjece na fazu parazitnog pomaka.

Pomicanjem tocke presjecista lisnatih opruga ustanovljeno je da se tim konstrukcijskim
parametrom znacajno utjeCe na rotacijsku krutost, parazitne pomake i naprezanja mehanizma.
Pomicanjem tocke presjecista sa sredine aktivnih duljina lisnatih opruga prema ukljeStenjima,
rotacijska krutost i naprezanja rastu. Parazitni se pomaci pak pritom smanjuju te pravilnim
odabirom konstrukcijskog parametra 4 ti pomaci postaju neznatni. Ako se u primjeni ocekuju
mali kutovi rotacije mehanizma, najpovoljniji polozaj presjeciSta, sa stajaliSta minimizacije

parazitnih pomaka, je kada parametar 4 iznosi 4 = 0,127. Ako se ofekuju veci kutovi rotacije
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(oko 30°) preporucena vrijednost parametra /A raste i1 to tako da, redom, za kutove o = 15°,
30°, 45° vrijedi 4 = 0,175; 0,133 1 0,1305. Smanjenje parazitnog pomaka promjenom
konstrukcijskog parametra A dobiva se, medutim, uz znatno (cca. 3 puta) povecanje rotacijske

krutosti mehanizma te uz analogno povecanje ekvivalentnih naprezanja.

Analizom rotacijskog mehanizma s lisnatim oprugama s pocetnom zakrivljenosc¢u izveden je
zakljucak da s porastom zakrivljenosti lisnatih opruga rastu rotacijska krutost i ekvivalentna
naprezanja. Promjenom pocetne zakrivljenosti lisnatih opruga neznatno se utjece na veliinu
parazitnih pomaka, a ovisnost parazitnih pomaka o kutu rotacije mehanizama je gotovo
linearna. U cijelom analiziranom podru¢ju normalizirana veliina parazitnih pomaka veca je
nego kod izvedbe podatljivog mehanizma s ravnim lisnatim oprugama, a odstupanja rastu sa
smanjivanjem kuta rotacije mehanizma. Moze se stoga zakljuciti da mehanizmi s lisnatim
oprugama s po¢etnom zakrivljenoséu pokazuju veliku rotacijsku nepreciznost ¢ak i pri malim

kutovima rotacije mehanizma te se ne preporuca njihova uporaba.

Usporedbom simetricne monolitne izvedbe rotacijskih podatljivih mehanizama s izvedbom
mehanizma iste geometrije kod kojeg su lisnate opruge mimosmjerne utvrdeno je da
monolitni mehanizam ima gotovo Cetiri puta vecu rotacijsku krutost ali i pet puta manje
parazitne pomake. Naprezanja su pak tri puta ve¢a uz vrlo mali utjecaj kuta a. Parazitni
pomaci monolitnog rotacijskog podatljivog mehanizma mogu se znafajno smanjiti tzv.
leptirastom konfiguracijom mehanizma ¢ija je proizvodnja tehnoloski zahtjevna i1 skupa. Tom
su konfiguracijom dobiveni parazitni pomaci i 20 puta manji od onih konstrukcijske
konfiguracije s mimosmjernim lisnatim oprugama uz 2 puta manja naprezanja u ukljestenjima
od onih koji se dobivaju kod konvencionalnih monolitnih mehanizama. Leptirasta je
konfiguracija, dakle, posebno pogodna kada je potrebno minimizirati parazitne pomake uz

zadrzavanje mogucénosti velikih raspona rotacije mehanizama.

Numerickom analizom ispitan je i utjecaj vertikalnih sila na rotacijsku krutost i stabilnost
razmatranih mehanizama. Horizontalne sile nisu uzete u razmatranje jer se njihov utjecaj
fizikalno superponira s momentom. Ustanovljeno je tako da djelovanje vertikalne sile
znaajno utjece na ponasanje analizirane klase mehanizama. Vla¢na vertikalna sila smanjuje
rotacijsku krutost i povecava parazitne pomake, a tlacna sila ima obrnuti utjecaj. Utvrdeno je i
da djelovanje tlatne sile moze uzrokovati da se najveCe naprezanje vise ne javlja u
ukljestenju. Ispitane su pritom konstrukcijske konfiguracije podatljivih mehanizama s
kutovima a = 15°, 30°, 45° i presjeciStem na sredini aktivnih duljina. Negativna rotacijska

krutost dovodi do nestabilnosti mehanizma, a pokazalo se da promjena vertikalne sile
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znaCajno utjeCe na rotacijsku krutost pa, posljedi¢no, 1 na stabilnost mehanizma. Za sve
analizirane vrijednosti kuta a pokazalo se da ve¢ mala vrijednost vlacne sile dovodi do
nestabilnosti mehanizma, dok tlacne vertikalne sile mogu vrlo pozitivno utjecati na njegovu

stabilnost. Smanjivanjem kuta o raste maksimalna tlacna sila koja dovodi do nestabilnosti.

Kako bi se utvrdilo optimalno konstrukcijsko rjesenje koje omogucava minimizaciju
parazitnih pomaka 1 varijabilnosti rotacijske krutosti u ovisnosti o kutu rotacije mehanizma,
ispitan je utjecaj vertikalnih sila na rotacijski podatljivi mehanizam s vrijednostima
konstrukcijskog parametara 4 = 0,13 i 4 = 0,1. Pokazalo se pritom da konstrukcijska
konfiguracija s parametrom A = 0,13 koja, pri a = 45°, jam¢i minimalne parazitne pomake,
ima neznatnu varijaciju rotacijske krutosti u podrucju vertikalnih sila razlicite orijentacije ako
vrijedi IVvlak,ﬂak'Lz/(El)l < 10. Za vrijednost konstrukcijskog parametra 4 = 0,1, kada na
mehanizam djeluje vlacna vertikalna sila s bezdimenzijskom vrijednoséu Vvlak'Lz/(EI) < 30
rotacijska krutost mehanizma ima vrlo malu varijabilnost, dok su parazitni pomaci jos uvijek
vrlo mali. Tada je mehanizam, dakle, stabilniji u Sirem rasponu sila nego mehanizam s
oprugama koje se sijeku na sredini svojih duljina. Te stabilne konstrukcijske konfiguracije s
neznatnim parazitnim pomacima i vrlo malom varijabilno$¢u rotacijske krutosti postizu se
ipak po cijenu rasta rotacijske krutosti mehanizma, odnosno porasta momenta potrebnog za
dobivanje odredenog kuta rotacije mehanizma 9. Ipak, najveca ekvivalentna naprezanja su jos
uvijek, 1 za najvece razmatrane kutove rotacije mehanizama, znatno niza od granice tecenja

usvojenog materijala lisnatih opruga.

Moze se, stoga, na kraju zaklju¢iti da optimalna konstrukcijska konfiguracija ovisi o
konkretnoj primjeni. Optimum ¢e se uvijek dobiti kao kompromis izmedu rjeSenja koja
dovode do poboljSanja nekih od karakteristika rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim
oprugama uz istovremeno pogorSanje nekih drugih karakteristika. Monolitni mehanizam tako,
primjerice, dovodi do smanjenja veli¢ine parazitnih pomaka ali uz istovremeno povecanje
rotacijske krutosti 1 naprezanja u oprugama Sto bi, pri ve¢im kutovima rotacije mehanizma,
moglo dovesti do ugrozavanja strukturne cjelovitosti mehanizma. Leptirasta konfiguracija
dovodi do znacajnog smanjenja parazitnih pomaka, uz nesto manje povecanje ekvivalentnih
naprezanja, ali je njihova izrada tehnoloski zahtjevna i skupa. Konstrukcija s pomakom tocke
presjecista lisnatih opruga na cca. 10-13 % njihove duljine moze pak 1 pri ve¢im kutovima
rotacije mehanizma omoguditi neznatne parazitne pomake uz istovremenu minimizaciju
varijabilnosti rotacijske krutosti uslijed djelovanja promjenjive vertikalne sile, osiguravanje

stabilnosti mehanizma te zadrzavanje naprezanja u oprugama na prihvatljivim razinama.
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Takvo rjesenje ¢e, dakle, biti zadovoljavajuce u vrlo Sirokom rasponu potencijalnih primjena

rotacijskih podatljivih mehanizama temeljenih na lisnatim oprugama.

Rezultati dobiveni u doktorskoj disertaciji omogucuju u svakom slu¢aju ne samo vrednovanje
utjecaja konstrukcijskih parametara na ponasanje rotacijskih podatljivih mehanizama s
lisnatim oprugama, odnosno utjecaja tih parametara na rotacijsku krutost te preciznost i
tocnost mehanizama, nego i stvaraju preduvjete za razvoj nove klase rotacijskih podatljivih
mehanizama ultravisokih preciznosti i to¢nosti s potencijalnim Sirokim poljem primjene u

industrijskoj i konstrukcijskoj praksi.
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11 Popis oznaka i indeksa

OZNAKE
A - kruto tijelo, rubna tocka lisnate opruge / konzolne grede,
A, B, C - koeficijenti kvadratnog polinoma

a,b,c - koeficijenti kvadratnog polinoma

a - os ordinate pravokutnog koordinatnog sustava
a - uzduzni pomak, mm
B - kruto tijelo, rubna tocka lisnate opruge / konzolne grede

Bi, B, - pomoc¢ni koeficijenti (antiklasti¢ni efekt)

B; - srediSnja toc¢ka na krutom tijelu B

b - Sirina lisnate opruge / konzolne grede, mm

C - bezdimenzijska znacajka (Elastica)

Ci - konstanta integracije

D - to¢ka na elasti¢noj liniji (Elastica)

d - veli¢ina parazitnog pomaka, mm

E - Youngov modul elasti¢nosti, N/mm?

E - korigirani Youngov modul elasti¢nosti, N/mm?

E(k, ) - nepotpuni elipticni integral druge vrste

E(k) - potpuni elipti¢ni integral druge vrste

e - uzduzno produljenje / skraéenje lisnate opruge / konzolne grede, mm
F -sila, N

F(ab) - pomocna vrijednost (antiklasti¢ni efekt)

F(k, ¢) - nepotpuni elipti¢ni integral prve vrste
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F(k) - potpuni elipti¢ni integral prve vrste

f - 0s apscise pravokutnog koordinatnog sustava

f - popre¢ni pomak, mm

fab) - pomo¢na vrijednost (antiklasti¢ni efekt)

H - horizontalna sila, N

H - pomo¢na duljina (Pei), mm

H; - pomo¢na duljina (Pei), mm

h - ordinata slobodnog kraja konzole (Frisch — Fei)

1 - moment inercije, mm*

K - rotacijska krutost, Nm/rad

K; - rotacijska krutost (Young), Nm/rad

Ko - koeficijent krutosti kod pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom

Ko - koeficijent krutosti kod pseudo—krutog modela ¢etveroStapnog mehanizma

k - modul za izraCunavanje elipti¢nih integrala

L - duljina lisnate opruge / konzolne grede, mm

L - relevantna duljina lisnate opruge / konzolne grede pri izraCunu izvijanja, mm

/ - duljina kratke lisnate opruge / konzolne grede, mm

M - moment, Nm

N - pomo¢ni koeficijent (Pei)

n - bezdimenzijska znacajka koja opisuje relativnu geometriju zgloba (Howell), broj
lisnatih opruga (Young), broj lisnatih opruga (Nickols i Wunsch)

0] - geometrijsko srediSte podatljivog zgloba, presjeciste lisnatih opruga

P - sila (Elastica), popre€na sila, N

R - efektivna duljina podatljivog zgloba (Howell), mm

r - koeficijent korelacije

r - polumjer zakrivljenosti, duljina Stapa mehanizma (Howell), mm

S, S, - pomo¢ni koeficijenti (Howell)

s - duljina kruznog luka, mm

T - pomo¢ni moment, (Howell), Nm

t - debljina lisnate opruge / konzolne grede, mm

U - uzduzna sila, N

V - vertikalna sila, N

Z - pomo¢na varijabla dobivena eksperimentom (Nickols i Wunsch)

z - 0s z u pravokutnom koordinatnom sustavu
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- efektivna Sirina podatljivog zgloba (Howell), mm

=S

- apscisa rubne tocke krutog tijela (Howell), mm

- 0s apscise u pravokutnom koordinatnom sustavu

- ordinata rubne tocke krutog tijela (Howell), mm

- os ordinate u pravokutnom koordinatnom sustavu

- kut lisnatih opruga prema vertikalnoj osi, °

- pomo¢ni koeficijent (antiklasti¢ni efekt)

- nagib elasti¢ne linije prema vertikali u rubnoj tocki vitkog Stapa (Timoshenko), °
- kut rotacije (geometrijska), ©

- pomo¢ni faktor (Wittrick)

- karakteristi¢ni koeficijent zakrivljenosti (Howell)

- nagib elasti¢ne linije lisnate opruge s pocetnom zakrivljenos¢u prema vertikali, °
- kontrolna vrijednost (Elastica)

- razlika, mm

- pomak u smjeru osi x, mm

- pomak u smjeru osi y, mm

- pomak u smjeru osi z, mm

QQE\[?BDDV%%%m%Q%wk

- progib slobodnog kraja lisnate opruge / konzolne grede, pomak slobodnog kraja
kratkog podatljivog zgloba (Howell) mm

€ - odstupanje (Howell), mm

€ - pomo¢na varijabla (Elastica)

€1, &2 - pomo¢ni kutovi (Howell), °

] - kut rotacije pseudo—krutog modela tijela (Howell), °

0 - nagib elasti¢ne linije lisnate opruge, °

A - parametar koji odreduje polozaj presjecista lisnatih opruga

9

- kut rotacije mehanizma, °©

<

- Poissonov koeficijent

- apscisa slobodnog krala konzole (Frisch — Fay), mm
- pomo¢ni faktor (Wittrick)

- naprezanje, N/mm’

- pomo¢ni faktor (antiklasticni efekt)

- faza parazitnog pomaka, °

- amplituda za izracunavanje elipti¢nih integrala

S S 8 & 9 % <

- kut izmedu apscise x 1 apscise f pravokutnih koordinatnih sustava (Elastica), °
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W - pomo¢ni faktor (Wittrick)

INDEKSI

0 - rubna tocka lisnate opruge u kojoj je s = 0, pocetni polozaj (Howell)
1 - lisnata opruga broj 1

2 - lisnata opruga broj 2

1,2, 3,4 - broj Stapa (Howell), mm

A - rubna tocka lisnate opruge / konzolne grede

a - u smjeru osi a pravokutnog koordinatnog sustava
AE - antiklasti¢ni efekt

B - rubna tocka lisnate opruge / konzolne grede

D - tocka D na elasti¢noj liniji

e - ekvivalentno

MKE - vrijednost dobivena metodom konaénih elemenata
H - u horizontalnom smjeru

L - rubna tocka lisnate opruge u kojoj je s =L

L - duga lisnata opruga

1 - kratka lisnata opruga

K - kratki

Kor - korigirano

krit - kriticno

max - maksimalno

O - sjeciste lisnatih opruga

P - podatljivi

T - tlak

Usporedba - vrijednost koja se usporeduje s rezultatima MKE

A% - u vertikalnom smjeru

X - u smjeru osi apscise pravokutnog koordinatnog sustava
y - u smjeru osi ordinate pravokutnog koordinatnog sustava
EKSPONENTI

1

- zakrenuti/pomaknuti polozaj

- projekcija tocke

* - kada je |k|>1 (Elastica)
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12 Popis slika i tablica

SLIKE

Slika 2.1  Tradicionalni (a) i podatljivi (b) mehanizam .............ccceeveviieniieeenciieeiie e 5
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13 Prilozi

MATLAB implementacija analitickih metoda izracuna ponaSanja rotacijskih podatljivih

mehanizama

13.1 Elastica metoda

13.2 Metoda priblizne zakrivljenosti

13.3 Metoda pseudo—krutog modela zgloba sa svornjakom

13.4 Metoda pseudo—krutog modela cetverostapnog mehanizma

13.5 Geometrijska metoda zglobnog Cetverokuta
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13.1 ELASTICA METODA

ThetaDegMax=30;

AlfaDeg=45;

AlfaRad=AlfaDeg*pi/180;
ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;

a=[]; b=[]; c=[]; d=[1; e=[1; =[]; m=[]; n=[];
Duljina=115;

Sirina=30;

Debljina=0.5;

ModulElasticnosti=131000;
Momentlnercije=(Sirina*Debljina"3)/12;
a=1:ThetaDegMax;

for i=1:length(a)

K=0.9;

Delta=1;

ThetaDegMax=i;
ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;
while abs(Delta)>1.E-10,

if abs(K)<=1,
Psi0=1/4*(pi-2*AlfaRad-ThetaRadMax);
Psil=1/4*(pi-2*AlfaRad+ThetaRadMax);
RightSide=(1-sin(AlfaRad)*cos(ThetaRadMax/2))/2;
end

if abs(K-0)<1.E-15,

F1=Psil; F0=Psi0; E1=Psil; E0=Psi0;
[LeftSide, Mo, M o, M1,M_1,M, M , D 1, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end

if K==(sin(pi/2))"2,
F1=log(tan(pi/4+Psil/2));
FO=log(tan(pi/4+Psi0/2));

El=sin(Psil);

EO0=sin(Psi0);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D I, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end
if Psi0==0 && Psil==pi/2,
F0=0; E0=0;

[F1, E1] = CompleteEllipticl (K);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D I, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end

if Psi0==pi/2 && Psil==0,

[FO, EO] = CompleteEllipticO (K);

F1=0; E1=0;

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D I, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end

if Psi0==pi/2 && Psil==pi/2,
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[FO, EO] = CompleteEllipticO (K);

[F1, E1] = CompleteEllipticl (K);

[LeftSide, Mo, M o, M1,M_1,M, M , D 1, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end

if Psi0==0 && Psil==0,

F1=0; FO=0; E1=0; E0=0;

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end
if Psi0==0 && Psil~=0 && Psil~=pi/2,
F0=0; E0=0;

[F1, E1] = IncompleteEllipticl (K, Psil);
[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D_I, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, F0, F1, EO, E1);

end
if Psil==0 && Psi0~=0 && PsiO~=pi/2,
F1=0; E1=0;

[FO, EO] = IncompleteEllipticO (K, Psi0);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D_1, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end

[FO, EO] = IncompleteEllipticO (K, Psi0);

[F1, E1] = IncompleteEllipticl (K, Psil);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D I, P] = ResultForK Max (K, Psi0, Psil, AlfaRad,
ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

else

K=1/K;

Psi0=asin(sin(1/4*(pi-2*AlfaRad-ThetaRadMax))/K);

Psil=asin(sin(1/4*(pi-2* AlfaRad+ThetaRadMax))/K);
RightSide=(1+sin(AlfaRad)*cos(ThetaRadMax/2))/2;

if abs(K-0)<1.E-15,

F1=Psil; FO=Psi0; E1=Psil; E0=PsiO0;

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,
AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

end

if K==(sin(pi/2))"2,

Fl1=log(tan(pi/4+Psil/2));

FO=log(tan(pi/4+Psi0/2));

E1=sin(Psil); EO=sin(Psi0);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D |, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,
AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, El);

end
if Psi0==0 && Psil==pi/2,
F0=0; E0=0;

[F1, E1] = CompleteEllipticl (K);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,
AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, El);

end

if Psi0==pi/2 && Psi1==0,
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[FO, EO] = CompleteEllipticO (K);
F1=0; E1=0;

[LeftSide, Mo, M o, M1,M _1,M, M , D 1, P] =ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,

AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);
end

if Psi0==pi/2 && Psil==pi/2,

[FO, EO] = CompleteEllipticO (K);

[F1, E1] = CompleteEllipticl (K);

[LeftSide, Mo, M o, M1,M 1,M, M , D 1, P] =ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,

AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);
end

if Psi0==0 && Psil==0,

F1=0; F0=0; E1=0; E0=0;

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,

AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, E0, E1);

end
if Psi0==0 && Psil~=0 && Psil~=pi/2,
F0=0; E0=0;

[F1, E1] = IncompleteEllipticl (K, Psil);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,

AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, E0, E1);

end
if Psil==0 && Psi0~=0 && PsiO~=pi/2,
F1=0; E1=0;

[FO, EO] = IncompleteEllipticO (K, Psi0);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,

AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);
end

[FO, EO] = IncompleteEllipticO (K, Psi0);
[F1, E1] = IncompleteEllipticl (K, Psil);

[LeftSide, Mo, M_o, M1,M 1, M, M , D 1, P]=ResultForl K Max (K, Psi0, Psil,

AlfaRad, ThetaRadMax, FO, F1, EO, E1);

K=1/K;

end

Delta=RightSide-LeftSide

if ThetaDegMax<40,

DeltaK=Delta*50;

else

DeltaK=Delta*10;

end

if K>1 || K<1.E-4,

DeltaK=-DeltaK;

end

K=K+DeltaK;

end

b(i)=D I;
c(i)=Mo*ModulFElasticnosti*MomentInercije/Duljina;
d(i)=M1*ModulElasticnosti*MomentInercije/Duljina;
e(i)=M*ModulElasticnosti*MomentInercije/Duljina;

f(i)=M*ModulElasticnosti*MomentInercije/Duljina/ThetaRadMax;
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h(i)=P*ModulElasticnosti*MomentInercije/Duljina”2;
m(i)=Mo*ModulElasticnosti*MomentInercije/Duljina*Debljina/2/MomentInercije;
n(i)=ThetaDegMax/2;

end

g=Ll;

g=[a; b; ¢; d; e; f; h; m; n]'

xlswrite(' ElastMod.xls', g);

13.2 METODA PRIBLIZNE ZAKRIVLJENOSTI

ThetaDegMax=30;

AlfaDeg=45;
AlfaRad=AlfaDeg*pi/180;
ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;
a=[]; b=[]; c=[]; d=[I;

Duljina=115;

Sirina=30;

Debljina=0.5;
ModulElasticnosti=131000;
Momentlnercije=(Sirina*Debljina"3)/12;
a=1:ThetaDegMax;

for i=1:length(a)

K=0.9;

Delta=1;

ThetaDegMax=i;
ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;
b(i)=2*ModulElasticnosti*MomentInercije* ThetaRadMax/Duljina;
c(i)=b(i)/ThetaRadMax;
d(i)=b(i)*Debljina/MomentInercije/4;
end

g=11;

g=[a; b; c; d]

xIswrite('CurvMod', g);

13.3 METODA PSEUDO-KRUTOG MODELA ZGLOBA SA
SVORNJAKOM

ThetaDegMax=30;

AlfaDeg=45;
AlfaRad=AlfaDeg*pi/180;
ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;
a=[]; b=[]; c=[]; d=[I;

Duljina=115;

Sirina=30;

Debljina=0.5;
ModulElasticnosti=131000;
Momentlnercije=(Sirina*Debljina"3)/12;
n=cot(AlfaRad);
r=Duljina*cos(AlfaRad);
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a=1:ThetaDegMax;

for i=1:length(a)

ThetaDegMax=i;

ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;

if n>=0.5 && n<4
Kpinjoint=5.300185-1.6866*n+0.88535*n"2-0.2094*n"3+0.018385*n"4

end

S1=0.189394+0.89984*n-0.4333*n"2+0.097866*n"3-0.00839*n"4;
S2=-0.09799+0.982995*n-0.96184*n"2+0.413319*n"3-0.08387*n"4+0.00653*n"5;
K=Kpinjoint*ModulElasticnosti*MomentInercije/(2*Duljina);
b(i)=ThetaRadMax*K/1000;

¢(1)=K/1000;
d(i)=ModulElasticnosti*Debljina/(2*r)*(S1*ThetaRadMax+S2*ThetaRadMax”2);
end

g=Ll;

g=[a; b; c; d]

xIswrite('PinJointMod', g);

13.4 METODA PSEUDO-KRUTOG MODELA CETVEROSTAPNOG
MEHANIZMA

ThetaDegMax=30;

AlfaDeg=45;

AlfaRad=AlfaDeg*pi/180;
ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;

a=[]; b=[]; c=[]; d=[1; f=[;

Duljina=115;

Sirina=30;

Debljina=0.5;

ModulElasticnosti=131000;
Momentlnercije=(Sirina*Debljina"3)/12;
w=Duljina*sin(AlfaRad);

r=Duljina*cos(AlfaRad);

n=r/w;

a=1:ThetaDegMax;

for i=1:length(a)

ThetaDegMax=i;

ThetaRadMax=ThetaDegMax*pi/180;

if n>=0.5 && n<l1
Gama=2.208105-10.0489*n+27.83212*n"2-37.7021*n"3+25.032*n"4-6.5358*n"5
Kfourbars=1.075835+6.818114*n-13.6023*n"2+11.52314*n"3-3.53289*n"4
end

if n>=1 && n<=4
Gama=0.811175-0.03329*n+0.008143*n"2-0.00075*n"3
Kfourbars=2.241032+0.047655*n-0.00491*n"2

end

r2=Gama*Duljina

r4=r2

rl=sqrt((Gama*w)"2+r"2*(1-Gama)"2)

r3=rl
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BetaRad=pi/2-AlfaRad
EpsilonRad=acos((r3"2+(Duljina-r2)"2-w”2)/(2*r3*(Duljina-r2)))
ThetaRad30=BetaRad+EpsilonRad

ThetaRad10=pi-ThetaRad30

ThetaRad1=ThetaRad10

ThetaRad3=EpsilonRad+BetaRad-ThetaRadMax

ThetaRad20=BetaRad

ThetaRad40=pi-BetaRad

syms a2 a4

[a2, a4] = solve(r2*cos(a2)+r3*cos(ThetaRad3)-r1 *cos(ThetaRad1)-
rd4*cos(a4),r2*sin(a2)+r3*sin(ThetaRad3)-r1*sin(ThetaRad1)-r4*sin(a4))

a2 = double(a2)

a4 = double(ad)

a2=abs(a2)

ad=abs(a4)

A2=a2/(2*pi)-floor(a2/(2*pi))

Ad=a4d/(2*pi)-floor(ad/(2*pi))

A2=A2%2%pi

Ad4=A4*2%*pi

if A2 <= pi,

ThetaRad2=A2

else

ThetaRad2=2*pi-A2

end

if (A4>=0) && (Ad<=pi)),

ThetaRad4=A4

else

ThetaRad4=2*pi-A4

end

Al=r2*cos(ThetaRad2)+r3*cos(ThetaRad3)
A2=r1*cos(ThetaRad1)+r4*cos(ThetaRad4)
B1=r2*sin(ThetaRad2)+r3*sin(ThetaRad3)
B2=r1*sin(ThetaRadl)+r4*sin(ThetaRad4)
S1=0.189394+0.89984*n-0.4333*n"2+0.097866*n"3-0.00839*n"4
S2=-0.09799+0.982995*n-0.96184*n"2+0.413319*n"3-0.08387*n"4+0.00653*n"5
K=Gama*Kfourbars*ModulElasticnosti*MomentInercije/Duljina
T1=K*(ThetaRad2-ThetaRad20)
T2=K*(ThetaRad2-ThetaRad20-ThetaRad3+ThetaRad30)
T3=K*(ThetaRad4-ThetaRad40-ThetaRad3+ThetaRad30)
T4=K*(ThetaRad4-ThetaRad40)
b(i)=(Gama*Duljina*(cos(ThetaRad4-pi/2+ThetaRadMax/2)-
cos(AlfaRad+ThetaRadMax/2))-Duljina*sin(AlfaRad)*sin(ThetaRadMax/2))/Duljina
c()=(T2+T3-(T1+T2)*r3*sin(ThetaRad3-ThetaRad4)/(r2*sin(ThetaRad4-ThetaRad2))-
(T3+T4)*r3*sin(ThetaRad3-ThetaRad2)/(r4*sin(ThetaRad4-ThetaRad2)))*1000
d(i)=c(i)/ThetaRadMax
f(i)=ModulElasticnosti*Debljina/(2*r)*(S1*ThetaRadMax+S2*ThetaRadMax"2)
end

g=Ll;

g=[a; b; c; d; ]

xlswrite('FourBarMod', g);
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13.5 GEOMETRIJSKA METODA ZGLOBNOG CETVEROKUTA

Duljina=115;

AlfaDeg=30;

ThetaDeg=10;

AlfaRad=AlfaDeg*pi/180;
ThetaRad=ThetaDeg*pi/180;

a=[];

b=[];

c=[1;

a=1:ThetaDeg;

for i=1:length(a)

ThetaDeg=i;

ThetaRad=ThetaDeg*pi/180;
A=8%*cos(ThetaRad/2)"2;
B=8*Duljina*sin(AlfaRad)*cos(ThetaRad)*cos(ThetaRad/2)"2;
C=2*Duljina"2*sin(AlfaRad)*2*cos(ThetaRad/2)"2-2*Duljina”2*sin(ThetaRad)"2;
Xa2=(-B+sqrt(B"2-4*A*C))/(2*A);
Ya2=sqrt(Duljina”2-(Duljina*sin(AlfaRad)/2-Xa2)"2);
Xal=Xal+Duljina*sin(AlfaRad)*cos(ThetaRad);
Yal=Ya2-Duljina*sin(AlfaRad)*sin(ThetaRad);
Xo_=Xa2+Duljina/2*sin(AlfaRad-ThetaRad);

Yo =Ya2-Duljina/2*cos(AlfaRad-ThetaRad);
Yo=Duljina/2*cos(AlfaRad);

Xo=0;

Dx=Xo -Xo;

Dy=Yo -Yo;

D=sqrt(Dx"2+Dy”2)/Duljina;

Fi=atan(Dx/Dy);

b(i)=D;

c(i)=Fi;

end

g=11;

g=[a; b; c]'

xlswrite('GeomMod', g);
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Sazetak:

U doktorskoj disertaciji analiziraju se konstrukcijski parametri razli¢itih konfiguracija rotacijskih podatljivih
mehanizama s lisnatim oprugama. Osnovni ciljevi koji se postavljaju pri konstruiranju takvih mehanizama su:
Sto veca rotacijska preciznost i tocnost, Sto manja varijabilnost rotacijske krutosti, stabilnost, jednostavnost
konstrukcije i pouzdanost. Budué¢i da se razmatrani mehanizmi temelje na lisnatim oprugama, osnova
predvidanja njihovog ponaSanja upravo je analiza karakteristicnih parametara lisnatih opruga. Kako bi se provela
analiza konstrukcijskih parametara simetricnih rotacijskih podatljivih mehanizama s lisnatim oprugama
optereCenih momentom, u okviru doktorske disertacije razvijen je analiticki model lisnatih opruga na polju
velikih (geometrijski nelinearnih) deformacija primjenom tzv. Elastica metode kao i numeri¢ki model metodom
konac¢nih elemenata. S ciljem utvrdivanja tocnosti numerickog modela pri analizi ponasSanja rotacijskih
podatljivih mehanizama, rezultati dobiveni tim modelom usporedeni su s eksperimentalnim mjerenjima
dostupnima u literaturi. Da bi se pak odredile granice primjenjivosti analitickih metoda prora¢una u ovisnosti o
zahtijevanom stupnju tocnosti, rezultati analiticke simulacije naprezanja i deformacija razmatranih mehanizama
usporedeni su zatim s rezultatima dobivenim metodom konacnih elemenata. Kako bi se potom optimizirala
konstrukcijska konfiguracija, odnosno identificiralo konstrukcijsko rjeSenje koje omogucuje minimizaciju
parazitnih pomaka i varijabilnosti rotacijske krutosti mehanizma i pri ve¢im kutovima rotacije, metodom
konac¢nih elemenata analizirani su utjecaj kuta medu lisnatim oprugama, tocke presjeciSta opruga te pocetne
zakrivljenosti opruga. Na kraju disertacije provedena je i analiza utjecaja vanjskih optereCenja na varijabilnost
rotacijske krutosti i na veli¢inu parazitnih pomaka.
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ANALYSIS OF INFLUENCING PARAMETERS IN THE DESIGN OF CROSS — SPRING PIVOTS
Kristina Markovic

University of Rijeka
Faculty of Engineering
Croatia

Keywords: compliant mechanism
spring—strip
nonlinear model
accuracy and precision
parasitic motions
rotational stiffness
optimisation of design configuration

Summary:

Parameters influencing the design of different configurations of cross-spring pivots are analysed in this doctoral
thesis. In fact, the main goals in their design are: achieving the highest possible accuracy and precision,
achieving the lowest possible variability of rotational stiffness, stability, design simplicity and reliability. Since
the considered mechanisms are constituted by spring-strips, the prediction of their behaviour is to be based on
the analysis of the characteristic parameters of the strips themselves. In order to analyse the influencing
parameters in the design of symmetrical cross-spring pivots loaded by a pure couple, an analytical model of the
behaviour of spring-strips in the field of large (geometrically nonlinear) deflections based on the Elastica
method, as well as a numerical model based on the finite elements method, are hence developed in the thesis. In
order to assess the applicability of the developed numerical model in predicting the stress-strain behaviour of the
considered mechanisms, results obtained numerically are compared with experimental data available in
literature. With the goal of determining the limits of applicability of the approximated calculation methods
depending on the needed accuracy, the results of the analytical calculations of the stress-strain behaviour of the
cross-spring pivots are then compared with results obtained by using the finite element method. Numerical
calculations are used next to optimise pivots’ design by assessing the influence of the angle and the position of
the intersection as well as of the initial curvature of the spring-strips,. A design solution allowing the
minimisation of the parasitic shifts, as well as the minimisation of variability of the rotational stiffness, even for
large rotations of the pivot is thus obtained. At the end of the thesis, an analysis of the influence of external loads
on the variability of rotational stiffness and on the entity of the parasitic shifts is also performed. The results
obtained in the doctoral thesis allow thus not only assessing the influence of the design parameters in the design
of cross-spring pivots, but also creating the preconditions for the development of a new class of ultra-high
precision rotational compliant mechanisms with potentially broad applications in industrial and design praxis.
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