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Sazetak

U ovom radu prikazana je kofreo-elementna analiza stabilnosti tankostijenih
kompozitnin grednih  konstrukcija. KoriSten je gredikonani element pod
pretpostavkom velikih pomaka, ali malih deformacipredena je linearna i nelinearna
analiza stabilnosti. Kod linearne analize korist@naelinearno polje pomaka koje uzima
u obzir efekte velikih rotacija, a kod nelinearmealize implementirana je korotacijska
formulacija koja je linearna na nivou elementa, emrgetrijska nelinearnost se uvodi
transformacijom iz lokalnog u globalni koordinasistem. Lokalni koordinatni sistem
prati gredni konéni element i dopusta pojednostavljene konstitutijgemadzbe na nivou
lokalnog elementa. KoriStena je kl&sa laminatna teorija za kompozite &jae
vlaknima. Model je primjenjiv na razite popréne presjeke, rasporede slaganja slojeva
laminata i rubne uvjete. KoriStena je pretpostastage kutna deformacija srednje plohe
jednaka nula i da se popre presjek ne deformira u svojoj ravnini. Anaiiki model
takaier opisuje linearno viskoelagtio ponaSanje viaknima @@nih plasttnih
kompozitnih laminiranih greda. Razvijen jecuaalni program koji je verificiran na

testnim primjerima.



Abstract

This work presents a finite element algorithm farckling analysis of thin-walled
laminated composite beam-type structures. One-difaeral finite element is employed
under the assumptions of large displacements, toatl strains. Stability analysis has
been performed in an eigenvalue manner with nagalirdisplacement field of cross-
section which includes the large rotation effectd & load-deflection manner using co-
rotational formulation. The co-rotational descipti used in this work, is linear on
element level and all geometrically non-linear effe are introduced through the
transformation from the local to the global cooeden system. The local coordinate
system follows the element chord during the defdionaand allows the use of simplified
strain-displacement relations on the local elemewt|. Classical lamination theory for
thin fibre-reinforced laminates is employed in thisrk. The model is applicable to any
arbitrary laminate stacking sequence, shape ofribes section and boundary conditions.
The shear strain of middle surface is assumed taebe and the cross-section is not
distorted in its own plane. Analytical model alsedgtct the linear viscoelastic behavior
of thin-walled laminated fiber-reinforced plastionsposite beams. Computer program
has been developed and verified on test examples.



Predgovor

Na pcetku, htio bih izraziti zahvalnost svim ljudima kgu na bilo koji nan
doprinijeli realizaciji ove disertacije.

Prije svega, zahvaljuijem se svojem mentoru, izef.pir. sc. Domagoju Lancu, na
upornosti, strpljenju, povjerenju i podrsci koju jinesekino pruzao tijekom pripreme i
izrade ovog rada. Bezrezervno je podijelio svojarg®, pruzio stréno vodstvo i dao
veliki doprinos u koné&nom oblikovanju rada. Za svu pofmdrud i vrijeme koje je u
mene ulozio, od srca mu ufagem zahvalu ne samo kao profesoru i mentord,ik@o
prijatelju.

Strweno i ljludsko ohrabrenje, poticaj i popruzio mi je i prof. dr. sc. Goran Turkalj.
Disertacija je nastala u sklopu rada na znanste#adiv&kom projektu Ministarstva
znanosti Republike Hrvatsk&ona‘noelementni modeli za analizu stabilnosti grednih
konstrukcija br. 069-0691736-1731, pod njegovim vodstvom. Oyiutem iskazujem
mu svoju posebnu zahvalnost jer je svojim ogromisikastvom i znanjem pomogao da
prepreke na koje sam naiSao ne budu nepremostive.

Ugodna duznost mi je uputiti rijezahvale i prof. dr. sc. Josipu Béni koji me je
primio na svoj znanstveni projekt i omagu meiunarodni studijski boravak u Lisabonu.
Hvala na ukazanom povjerenju i pruzenoj priliciptestanem dio ovog zavoda.

Zahvalnost dugujem i svim ostalim kolegama sa Zaved tehriku mehaniku, a
posebno Sanjinu, Edinu i Nevenu koji su svojim efidzmom i zalaganjem stvorili

pozitivhu atmosferu i postali neodvojivi dio ovagrazivanija.



Hvala prof. dr. sc. Zeljanu Lozini za svoje vrijemestrplienje koje je kactlan
povjerenstva za ocjenu i obranu posvetio ovom radu.

Hvala mojim divnim roditeljima, Sto su uvijek imadtrpljenja, snage, ljubavi i volje
da me podrze u onome Sto sam naumio i Sto nikasla sumnjali u mene. Njima
posve&ujem ovaj rad.

Hvala Robiju, Ana-Mariji, svoj rodbini i prijatela Sto su me razumijeli i "opravdali”
sve izostanke.

I na kraju, mojoj Lani koja mi je dala snage i e¥ijvjerovala u mene, veliko hvala za

razumijevanje, podrsku i ljubav.

Vi



Sadrzaj

SAZEEAK et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1]
Y 0L = T TR v
L =T0 [0 [0 )Y o] SO PP PPPPPRPTPP Vv
1. LU 1Yo o F PSPPSR TP P PPPRPPPPPP 1
1.1. Definiranje problema .............oooeiiiiiiiiom e 1
1.2.  Pregled dosadasnjih znanstvenih istraZivanja...............c.eeevvevvvveeenennnnnns 2
1.3.  Svrhai ciljistraZivanja.........cccceeei s 3
2. Mehanika KOMPOZITA..........uevuriiiiiiiiiiirrere e 5
2.1.  Mikromehanika KOMPOZITA .........ceeeiieeeees s eeeeeeeseeae e eseeese e eaeenaea e e 6
2.1.1. UZAUZNO OPLEIEEN]E ...vvvvvvveeiiieeiieiintreetnnennnenesss e e e seesaeaaeaessasassesseens 7
2.1.2. POPI&N0 OPLEIEENJE ....oeeveiiieiiiiieiee ettt 112 e e e e e n e e a e e naaaaaaeeas 9
2.1.3. SMICN0 OPLEIEENJE ...ttt e 10
2.2.  Makromehanika jednoslojnih kompozita.........cccccovmiiiiiiiiiiiiiiiiiis 11
2.2.1. ANizotropni MALEITAlI .......eeveeeeiieiiieieieeeee e 21
2.2.2. Ortotropni MALEIijali..........coeiiiiiiries et e e 14
2.2.3. Transverzalno izotropni materijali ..........cccceceeeeieiiiiiniiiiiieeen e, 14
2.2.4. RavNiNSKO Stanj@ NaPreZan]a ........... ... cummmmmseseserennnnnennnnnnnnnnnnnnnnnnnnnns 16
2.2.5. Naprezanja i deformacije proizvoljno orijentiranglgja....................... 18



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

2.3.  Makromehanika viSeslojnih kompozita ...........ccoooeiiiiiiiiiiiiin 21
2.4, Puzanje KOMPOZIta .....ccooeieeie et 27
3. Tankostjeni gredni NOSB..............uuvurueriiiiiiiiiiiiirierr e e e e ereeeeeeees 33
3.1, OSNOVNE PretPOStAVKE ......cvvvvviiiiiiiiieiiiteeieeeeeeeieeveeteeseeeeeveeeeenenenenenenes 33
3.2, Polie pomaka..........ccoeiiiiii e, 34
G0 T I 11 (0] ¢ = o - T PP PRRR 36
S U 1 0101 7= g =TS | L= 39

3.5. Rezultantne laminatne sile segmenta konture gregresjeka ................ 40
4. Konanoelementna formulacija ... icecccciiii e 44
4.1.  PrinCip VIrtUalnin radova......... ... 45
4.2, LINEArNA @N@lIZa ........ccueviiiieiiiiiiiiieeeee e 47

4.2.1. Odretivanje linearne matrice KrutOSti .........ccoammmeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeee, 49
4.2.2. Jednadzba koknog elementa i vlastita zagastabilnosti................... 50
4.3.  Nelinearna analiZa.............uuveeiiiiiiiicee e 51
4.3.1. Tenzor defOrMACIIE .......uuuuiiiriiiiiiiiiiicrerer e e e e e e 25
4.3.2. TENZOI NAPIEZANJA ...vvvvvvrrrrrrrersresnsssmmmmnaseessesessesssessessesssssnssssmssmsmnes 53
4.3.3. Eulerov gredni kon&ni element.............oooooiiii 54
4.3.4. InKrementalni OPIS .....coooieiiiiiee e 57
4.3.1. Transformacija u globalni koordinatni sustav............ccccoeeeeeeeeeeennnn. 60
5. Ratunalni program Eulam ... 61
N B O 1o TS o (oo [ =1 1 1 F- TSRS 61
5.2, OPIS POLPIOGIAMAL....uuuurrrruiriririnirirrnrimmmnmneeaeeaeeaaaaaaaaaaaeaaaaaaaaaaaaeaeeeeeans 63
TR T = 10 1= PP 64
6. ZAKIJUCAK. ...t mmmmm e 88
Popis 0znaka i SIMDOIA.............c.oviiiimmm e 90
0] LS 11 ST 97
POPIS tADlICA ....ooeeeiiiiiieee e 100
41 V[o1 (0] o 1= J R 101
POPIS HEEFALUIE ... ettt 108



1 . Uvod

1.1. Definiranje problema

Siroka je mogtnost primjene kompozitnih grednih elemenata u ¢irti podrusjima
tehnike, kao Sto su npr: strojogradnja, brodogradgijaditeljstvo te avionska industrija.
Ovo proizlazi iz razloga Sto su kompozitni gredmn&trukcijski elementi raaitih
tipova, a koji se javljaju i kao samostalne noskanstrukcijske i kao dijelovi neke
slozenije konstrukcije (ukrepe @hastih i ljuskastih konstrukcija), zajedhi za sva gore
spomenuta podija. Uzimajii u obzir razlEite pristupe projektnim rjeSenjima te
razlicite tehnoloSke mogdmosti proizvodnje, optimalno se projektno rieSamgen€e kao
primarni cilj. U analizi stabilnosti to ztada se ne stvara samo teorijski mégwobro
rjeSenje, vé se ono stvara kao optimalno. U tu svrhu, rezuitatstrazivanja
manifestiranom u obliku nume&kog modela zasnovanom na metodi komha elemenata
i pretatenom u kompjutorski program, tekikoj bi se praksi pruzio pouzdan i efikasan
alat u fazi projektiranja i kontrole stabilnostirkpozitnih grednih konstrukcija. Pritom bi
dani numexiki algoritam pruzao mogdmost analize stabilnosti kompozitnih grednih
nosd&a razltitih oblika poprénog presjeka, raziitih geometrija i tipova oslonaca,
razlicitih natina spajanja grednih elemenata konstrukcije, kaazli¢itin oblika vanjskog
opteréenja, a u smislu oddesanja nivoa vanjskog optetenja koje biva uzrokom pojave

nestabilnosti deformacijske forme.
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1.2. Pregled dosadasnjih znanstvenih istrazivanja

Zahvaljujuti svojim naglasenim svojstvima kao Sto su relatiwnsoka ¢vrstoéa i
krutost s obzirom na spedifiu tezinu, a takder i vrlo dobra otpornost koroziji, primjena
je kompozitnih materijali u rapidnom porastu u réam tehnickim podrw&jima [1, 2, 3,
4, 5, 6]. Stoga i n&ude mnoge istrazive aktivnosti u smislu razvoja teorijskih i
numertkih metoda za analizu ragliih tipova kompozitnih konstrukcijskih elemenata.
Gredni su konstrukcijski elementi u danasnje vrgegiroko primijenjeni u raalitim
podrujima tehnike, kao Sto su npr: strojogradnja, broddgja, graditeljstvo te avionska
industrija, a kompozitna gredna rjeSenja zbog bveg spomenutih karakteristikasto
neizbjezno nama kao optimalna.

Znatajnije aktivnosti razvoja analitkih i numertkih metoda za analizu kompozitnih
greda datiraju od sredine 80-tih godina proslogjesta kada Bauld i Tzeng [7] proSiruju
Vlasovu teoriju torzije s ograkenim vitoperenjem tankostjenih greda u smislu emgj
na kompozitne materijale.

Sredinom 90-tih istrazivanja mnogih autora usretleta su na pokuSaje
matemattkog opisivanja stabilnosti tankostjenih kompozitngnednih konstrukcija.
Shearbourne i Kabir (1995) [8] u svojoj analizimaju u obzir utjecaj sranih sila pri
lateralnom izvijanju tankostjenih kompozitnin gné#d nosg&a I-profila poprénog
presjeka. Godoy et. al. (1995) [9] razvijaju maté&thka model izvijanja kompozitne
grede I-profila s ukljsenom distorzijom popt®mog presjeka. Librescu, Song [10] i
Bhaskar [11] (1992-1995) u svome modelu za anaizxijanja kompozitnih greda
ukljucuju sekundarno vitoperenjectka izvan konture popteog presjeka.

Svakako je potrebno spomenuti jedan od prviltamgih konanoelementnih modela
za opis ove problematike. Wu i Sun (1990) [12] ear@ju izvijanje kompozitnih grednih
nos&a s ukljienim sménim efektima, no njihovim je modelom odreanje kriticnog
opteréenja razmatrano samo na nivou problema vlastitjedmosti.

Kollar i Sapkas (2001) [13 i 14] anadkim modelima simuliraju izvijanje stupova
ortotropnih laminata razlitih oblika poprénih presjeka s raziitim tipovima opteréenja
i oslonaca. Leejev i Kimov (2001-2002) [15, 16 | dfodel simulira fleksijsko-torzijsko

i lateralno izvijanje kompozitnih greda | i U priafipopré&nih presjeka.
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Massa i Barbero (1998) [18], Pollock et. al. (1998)] kao i Omidvar (1996) [20]
razmatraju savijanje kompozitnih greda pod utjaoajemenih sila méutim bez
ukljucenog utjecaja neuniformnog vitoperenja. Taj efel&e od velike vaznosti pri
odrefivanju kriticnih opteréenja izvijanja grednih noga u svome modelu uzimaju u
obzir Cortinez et. al. (1998, 2002) [21, 22].

Od iznimnog su znmja i radovi Camotima, Silvestrea i Silve (2004-20(R3, 24]
koji razvijaju GBT-Generalized Beam Theokojom pokrivaju domenu izvijanja greda
otvorenih tankostjenih popfeih presjeka od ortotropnih laminatnih materijdiszasada
samo na razini linearne analize izvijanja u smalueiivanja kriticnog opteréenja kao
vlastite vrijednosti.

Kompozitne konstrukcije su podloZzne progresivninfodaacijama uzrokovanim
efektima puzanja ponajviSe radi viskoel&stig svojstva matrice kompozitnog
materijala. Zbog toga je od velike vaznosti pozmgraviskoelastinog ponaSanja i
njegovo implementiranje u analizi konstrukcija. g&tp Barbero i Luciano (1995) [25]
razvijaju mikromeharki model za opis linearno viskoelastih tijela s periodikom
mikrostrukturom. Izveli su analike izraze u Laplaceovoj domeni za tenzor relaksaci
matrice kompozitnog materijala koja se opisuje Makwoightovim modelom (Mase,
1977) [26] s dva parametra. U radovima Barberadidna (1995) [25], Harrisa i Barbera
(1998) [27] i Qiaoa et al. (2000) [28] pokazana debra podudarnost rezultata s
eksperimentalnim mjerenjima.

Oliveira i Creus (2003) [29] razvili su model zaalinu viskoelastinih pravocrtnih
tankostjenih greda koristenelinearni pristup i shell kodae elemente. Piovan i Cortinez
(2008) [30] razmatraju linearno viskoel&sitd ponaSanje tankostjenih pravocrtnih i

zakrivljenih kompozitnih greda s polimernom matrco

1.3. Svrhai cilj istrazivanja

Svrha je istrazivanja u ovom radu izrada nutii@y algoritma temeljenog na metodi
konanih elemenata, a koji u formi programa za elekitkmiracunalo postaje samostalna
cjelina dostatna za analizu nelinearnog odziva kamtpih grednih konstrukcija u rezimu
velikih pomaka. Numetki algoritam obuhvéa materijalnu nelinearnost kao i

3
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geometrijsku nelinearnosti u smislu ukijanja velikih pomaka i velikih rotacija
konstrukcijskin elemenata u svrhtiega je koriStena inkrementalna formulacija.
Istrazivanje za cilj ima teh&koj praksi pondenim numegkim algoritmom pruziti
pouzdan alat u svrhu potpune analize spomenutihstikdkcija u fazi njihova
projektiranja i eksploatacije poglavito u smislu oaprenja na gubitak nosivosti
konstrukcije prouzréenu gubitkom stabilnosti.



2 . Mehanika kompozita

Kompozitni materijali su idealni za primjenu kodngirukcija koje zahtijevaju veliku
¢vrstacu ili krutost uz malu masu, otpornost na korozgugotrajnost, dobra akustia i
termalna svojstva itd. Kompozit je materijal kog sastoji od dvije ili viSe faza koji je
s&injen tako da su mehatkie zn&ajke cjeline bolje od zriajki pojedin&nih faza [31].
Disperzirana, kréa i ¢vrséa faza naziva se @janje, a kontinuirana, podatljivija i slabija
faza naziva se matrica. Zbog kemijskih interakitijdrugih proizvodnih efekta, moze se

pojaviti i meiufaza izmédu ojaanja i matrice (sl. 2.1.).

Kontinuirana faza

® ;
‘ ‘ — (matrica)
‘ ‘ Medufaza

Disperzirana faza

‘ ‘ ./ (ojacanje)
a ©

sl. 2.1.Faze kompozitnog materijala

Znx’ajke kompozita ovise o ztajkama faza, njihovoj raspodjeli i volumnom udjelu
ojacanja. Raspodjela, geometrija i orijentacija ¢ajgja utj€¢u na heterogenost |
anizotropiju kompozitnog materijala. Faze kompomitaju razlgitu ulogu koja ovisi od
namjene samog materijala. Kod konstrukcija sa nzamtjevima s obzirom n&rstaiu,
disperzirana faza manje uige nacvrstatu i krutost dok matrica preuzima optéseje.

Pri ve&tim zahtjevima s obzirom né&/rstoéu, oja&anje predstavlja "kraljeZznicu" sustava i
5
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odreiuje ¢vrstatu i krutost konstrukcije, a matrica podupire i spdjsperziranu fazu te
prenosi lokalna naprezanja s jednog vilakna na drugo

S obzirom na vrstu ofanja, kompoziti se mogu podijeliti na kompozite gsape
¢esticama i kompozite pajane vlaknima koji se dalje dijele na jednoslojnaSeslojne
kompozite. Jednoslojni kompoziti mogu imati nepdeld jednosmjerna ili dvosmjerna
vlakna te isprekidana vlakna sa nastmom ili ciljanom orijentacijom. ViSeslojni
kompoziti se dijele na laminate i "sentlvpanele. Ovaj rad se bavi gredama laminatnog
popre&nog presjeka.

Matrice su uglavhom metalne, kergke ili polimerne, a materijali vlakana su: staklo,

bor, ugljik, aluminij, silicij, volfram, berilij, plietilen, aramid itd.

2.1. Mikromehanika kompozita

Osnovna zadm mikromehanike je odrediti vezu mehsil svojstva kompozita i
mehanékih svojstava vlakana, odnosno matrice (sl. 2Rx)tome se polazi od osnovnih
pretpostavki:

» vlakna i matrica su idealno povezane tj. deforneadi@akana i matrice su jednaka

» nema Supljina u kompozitu

lokalni efekti (npr. koncentracija naprezanja) nieti u obzir

matrica i vlakna su izotropni

3
£
Matrica Vlakna Kompozit
Efa Gfa Vf El‘n: Gma Vm E|7 E27 G|27 V|2 = ?

sl. 2.2.0snovna zad&a mikromehanike
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2.1.1. Uzduzno opter&enje

Uzduzna os 1 poklapa se sa smjerom vlakana. 88sinoze se vidjeti da je:

&=—. (2.1)

sl. 2.3.Uzduzno opterEnje elementarnog volumena

Za kompozite s paralelnim vlaknima, volumni udjglakana i matrice mogu se
izraziti preko povrSine poptaog presjeka:
Vf:iA’ sz%, (2.2)
pri cemuAs i Ay ozn&avaju povrSine poptaog presjeka vlakana, odnosno matricédy a
predstavlja ukupnu povrSinu popneg presjeka. Budiida nema Supljina u kompozitu,
vrijedi:
V, +V, =1. (2.3)
Iz pretpostavke da je veza vlakana i matrice icealijedi da su deformacije vlakana i
matrice jednake;
m=&- (2.4)
Za vlakna i matricu vrijedi Hookeov zakon pa naprga iznose:
o, =E, &, (2.5)
o,=E,Z,. (2.6)
Naprezanje vlakna: djeluje na povrSinu popéaog presjeka vlaknad, naprezanje
matriceon, djeluje na povrSinu popteog presjeka matricA,, a prosjéno naprezanje;
djeluje na ukupnu povrsind, tako da rezultantna siRiznosi:
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F=0A=0/A +0, A, (2.7)
UvrStavanjem izraza (2.4)-(2.6) u prethodni izent jednakost
o,=E &, (2.8)
dobiva se:
A An
=E, —+E, . 2.9
E=E—+E) (2.9)

UvrStavanjem izraza za volumne udjele vlakana iric&at(2.2) u prethodni izraz
dobiva se izraz za uzduzni modul el&stisti:

E=EV,+EV, (2.10)
koji predstavlja zakon mijeSanja kompozita (emde of mixtures

Za sli&aj kada je ukupno naprezanje jednakpPoissonov koeficijent za ravninu 1-2
iznosi:
Vp, =2, (2.11)
Popre&ne deformacije vlakana i matrice iznose:
Ab, =blV, W, (&, , (2.12)
Ab, =blV W [& . (2.13)
Uz pretpostavku da su deformacije u smjeru 1 vlakamatrice jednake, onda za
popre&nu deformaciju vrijedi:
Ab=-blZ, = by, (£, (2.14)
a iz sl. 2.3. proizlazi:
Ab=Ab, +Ab . (2.15)
Kombiniranjem izraza (2.11)-(2.15) slijedi:
Vip =V Ve +V (2.16)

Sto predstavlja zakon mijeSanja za Poissonov kigeitcy; .
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2.1.2. Popre€no opteretenje

Za jednosmijerne vlaknaste kompozite moze se prietgiisda su jednaka naprezanja
matrice i vlakana u smjeru osi 2 (sl. 2.4.). Tadapspréne deformacije mogu izraziti

preko naprezanja:

&t == Em T (2.17)

sl. 2.4.Popre’no opteréenje elementarnog volumena

Ukupno produljenje je zbroj produljenja vlakanaatnce pa vrijedi:
Ab=g,b=V, ke, +\, Iz,,, (2.18)
odnosno:
E, =V &y +V, Eps (2.19)

Sto uvrstenjem izraza (2.17) postaje:

a. g
& =V, E—2+Vm—2- (2.20)
f

Budui da naprezanje u smjeru 0si 2 iznosi:

g, = E2£2’ (221)
kombiniranjem izraza (2.20) i (2.21) dobiva se zzza popréni modul elastinosti:
EE,
E,=— " .
’ VinEi + VI E, (2.22)
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2.1.3. Smi¢no opteretenje

Promatran je jedan sloj koji je stnb opteréen u ravnini 1-2 (sl. 2.5.). Kutnha

deformacija vlakna i matrice iznosi:

TS —
isar T (2.23)

T12
e e

AT

AN\

— —_ — <
712

sl. 2.5.Smeno opteréenje elementarnog volumena

Na osnovu trigonometrije moze se dokazati da je:
y12:yfvf +ymvm' (224)

Kutna deformacija sloja iznosi:

Vip =222 (2.25)
GlZ

Pod pretpostavkom da je tangencijalno naprezanjdnojiko rasporéeno,
kombiniranjem izraza (2.23)-(2.25) dobiva se:

%=;—fo +%Vm (2.26)
pa modul smicanja u ravnini 1-2 iznosi:
GG,
#7,6,4Y,6, 220

Modul elasténosti vlakna je puno ¥eod modula elasthosti matrice. S obzirom na tu
¢injenicu iz mikromeharkih izraza moze se zakljili da modul elastinosti vlakna

znaajno utjge na uzduzni modul elagtiosti kompozita, a modul elagtiosti matrice

10
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ima veliki utjecaj na poptmi modul elastinosti i modul smicanja u ravnini 1-2

kompozita.

2.2. Makromehanika jednoslojnih kompozita

Osnovna zadsa makromekanike jednoslojnih kompozita je opisakikse jedan sloj
ponaSa pri oddenom opteréenju. Na sl. 2.6.prikazano je troosno stanje napmaz

elementarnog volumena.

AO33

I

I

|

I

| 023
I

|A013

I

sl. 2.6.Stanje naprezanja elementarnog volumena

Tenzori naprezanja i deformacije se mogu zapisatliku jednostupastin matrica:
T
g; =[011 Oy Oz Oy Og5 04, O35 O g4 Uz]1 (2.28)
T
Eij =[‘911 €y €33 €53 €5 €15 €3 €5 52]1 (2'29)
Veza izméu komponenata Cauchyjevog tenzora naprezanja btandeformacija
moze se izraziti tenzorom podatljivos§i ili tenzorom elastinosti Cjq [32]. Budi da

su naprezanja i deformacije tenzori drugog red#&raori podatljivosti i elasthosti

tenzoricetvrtog reda, veza tenzora deformacija i naprezamaeksnom zapisu glasi:

11
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zai,j, k 1=1, 2, 3.

2.2.1. Anizotropni materijali

& =SuG

g; :Cljkl &a

(2.30)
(2.31)

Anizotropni materijali je onaj materijal kojemu dizi¢ko-mehantka svojstva u

razlicitim smjerovima razliita. Stanje deformacije anizotropnog tijela wem slkaju

moze se izraziti kao:

E%.111

Eil

522

663

£é3

€y | T
&
€3

613

_.521_

E%le

S;3;311

E;2311

E%lll
E;1211
E;3211

Sisnt
S

L2111

S3122
S52222
S;3322
5%32
Sz
Sizz
Sizz
Sz
S52122

a stanje naprezanja kao:

Q8 8 9 9 9 9
1

Q

S
C

0

1111

0

2211

0

3311

0

2311

(@]

3111

(@]

1211

0
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(@]
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2222
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N
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=
N
N
N

©
R
N
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O 0 0 0 0 0 0 O 0
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S%233
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S2333
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53333
S%133
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2233

O O 0

3333

0O

2333

©
P
@
@

=
N
I
@

b
@
@
@

O o0 o0 o0 0
I

2133

Ei123
S%223
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S;2323
E25123
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2223
3323

2323

I
e
N
@

-
N
N
I

3223
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N
w

O 0 o0 o000 o000

2123

Ei131
E%231
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S2331
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Ei331
E%131
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2231

3331
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3131

%) e
N N
] ]
=3 =3

i
@
@
P

O o0 o0 o0 00 o0 o0 o0

2131

%112 %132
%212 %232
%312 %332
S2312 %332
Sz S
S S
S Som
Sa1 Sis
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2212 2232
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[
e
s
N
[
P
%
R

-
N
e
N
=
N
@
N

O o0 o0 0 o0 o0 o0

©
IS,
=
N

3232

(@]

3]
2
i
&
8
0

O 0O 0O o0 00 o0 00

0

2112 2132

E}113
E%213
E%313
S%313
E%113
E5213
E%213
E;1313
E3113

O o0 o0 0 0 o0 o0

o 0

1113

2213

3313

2313

©
P
s
@

O 0O o0 0 o0 0 o0

=
N
i
@

©
N
i
@

1313

2113

E%;[J; ‘7i1 i
E%Z 1‘7é2
S%321 tTéB

E%32 C723

S
g
S

5&321 g 13

E%1210—21_

0

i
©
IS,
i

@]

1P (731

2Pt

21 (TSZ

11 11

£

21p11 =21

(2.32)

(2.33)

Tenzori podatljivosti i elasthosti, kao tenzortetvrtog reda, su kvadratne matrice

dimenzija 9x9. Budéi da su kutne deformacije i tangencijalna naprez&opjugirana, tj.

E19=81, E3=E3, 137831 | O12=071, 023= 032, O13= 031, moguee je matriceSy i Ci svesti na

oblik 6x6. Time se broj materijalnih konstanti smga sa 81 na 36, a zbog simetrije

samog tenzora ela&tiosti, odnosno podatljivosti,

broj konstanti seasjuje na

konanih 21, Sto je i maksimalni broj materijalnih koamsti koje opisuju ponaSanje

12
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elasttnog materijala. S obzirom na navedeno izrazi zadendeformacija i naprezanja

anizotropnog materijala mogu se pisati kao:

(al [Su S2 S5 % & g0
& S S3 S 35 9|04
&_ S;3 Sy S5 36|| 03 ’ (2.34)
Va Sus S5 S| T4 '
Vs SIM S5 Se|| Ts
V6] | Se6 | 76
odnosno:
[01] [Ciu Cip Ciz Cu Cis Cyff €
03 Cxn Coz Cy Cys Cyll € 9
O3 _ Ca3 Cay Cas Cogf| €3 _ (2.35)
Ty Cus Cus Cug|| Va '
Iy SIM Cos Cog || Vs
LT | | Ces || Ve

Simetrija tenzora elastiosti moze se dokazati na sljéd@atin. Rad po jedinici

volumena iznosi:

1
W=§Qj£i£j : (2.36)
Deriviranjem prethodnog izraza (2.36) paobiva se:
ow
O—i =¥=qj£j (237)

te joS jednim deriviranjem pg dobiva se:
_ oW

1 = oc0s (2.38)
Isto vrijedi i za obrnuti redoslijed deriviranja:
o'W
i = 908 (2.39)
pa se moZze zakliti da je:
C =G, (2.40)
i analogno:
S=5, (2.41)

13
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2.2.2. Ortotropni materijali

Ortotropnih materijali su oni materijali koji imajtri meiusobno okomite ravnine
simetrije. Broj materijalnih konstanti, u tom &hju, reducira se na devet pa izrazi za

tenzore deformacija i naprezanja poprimaju skedblik:

(a] [Su S2 S 0 0 0oy
& S S3 0 0 0o,
& |_ S;3 0 0 0| o, ’ (2.42)
Va Siu 0 0|74 '
s SIM Ss 0|75
Ve L Ss6 || 76
o] [Cu Cp Cs O 0 0]fe
g, C,, Cy3 O 0 0|lé&,
T3 | _ Cy O 0 0 || &, (2.43)
Ty Cuy O 0 || Vs '
I SIM Css O ||ys
LT | | Ces || Vs

Iz tenzora podatljivosti i elagtiosti moze se primijetiti da nema interakcije izime
normalnih naprezanjal, ¢2, 63 i posménih deformacijay4, y5, y6, Sto znd da
normalna naprezanja uzrokuju samo normalne defopmdsto tako nema interakcije
izmedu posménih naprezanjas, s, 76 | normalnih deformacija;, ¢, €3, Sto znai da
posmtna naprezanja uzrokuju samo kutne deformacije. détop ni interakcija izméu
posmtnih naprezanja koja djeluju u jednoj ravnini i kitideformacija u drugoj ravnini,

tako da posndna naprezanja uzrokuju samo kutne deformacije nimau kojoj djeluju.

2.2.3. Transverzalno izotropni materijali
Materijal je transverzalno izotropan kada kroz svakku materijala prolazi ravnina u
kojoj su fizikko-mehantka svojstva u svim smjerovima jednaka, tj kadagenp od

glavnih ravnina ujedno i ravnina izotropije (sl7 2.

14
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3
I
I
e S S
- 2
e
7
zZ
00000PVDOOOOO0O0
OOO/()OOOOOOOOOO
0000000000000
000000000000
/ Ravnina izotropije

sl. 2.7. Transverzalno izotropan materijal

U slitaju da je ravnina 2-3 ravnina izotropije kao n&sl., tada vrijedi:

Cp2 = Cpay Cpp = Cy3, G5 = G (2.44)
odnosno:
S = Ser S 7 S5 = e (2.45)
pa izrazi za tenzore deformacija i naprezanja pag sljedéi oblik:
(a] [Su S % 0 0 0a]
& S S 0 0 0o
& Sy 0 0 0o,
= , 2.46
Va 2(522_ 523) 0 0|1y ( )
Vs SIM S O || 75
Vel L Ses || 76 |
(o] [Cu C Cip 0 0 04]
g, C,, Cy 0 0 0 | &
O C,, 0 0 0 || &
= 2.47
T4 (C2-Cyg)/2 0 0|y, ( )
T SIM Css O ||Vs
176 ] L Ces ]| Vs

Tenzori podatljivosti i elasthosti trasverzalno izotropnih materijala imaju pet
materijalnih konstanti. Kada materijal ima beskimamnogo ravnina u kojoj su fio-

15



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

mehantka svojstva u svim smjerovima jednaka, radi seotrapnom materijalu koji se
moze opisati samo sa dvije materijalne konstante.

2.2.4. Ravninsko stanje naprezanja

Pretpostavka ravninskog stanja naprezamsta je kod analize vlaknima ognih
kompozitnih materijala [33]. To je zato jer se viakti kompoziti uglavnhom koriste za
gredne, ploaste, cilindrgne ili druge konstrukcijske oblike gdje je jednaogeetrijska

dimenzija manja od druge dvije.

/2

,\OO’
\

9 1

O

sl. 2.8.Elementarni volumen u ravninskom stanju naprezanja

Ako sloj kompozitnog materijala lezi u ravnini (4. 2.8.) tada se moze pretpostaviti
da je:
0,=0,71,=0,7,=0 (2.48)
pa se reduciranjem izraza (2.46) dobiva:

& S, S, 0 |[o,
& =S, S, 0 |j0,. (2.49)
Vio 0 0 Sill|ry,

Na sl. 2.8. desno orijentirani koordinatni sustakaliran je tako da se os "1" poklapa
sa smjerom vlakana, os "2" je okomita na os "1&7i lu ravnini sloja dok je os "3"
okomita na ravninu sloja.

Matrica oblika 3x3 u izrazu (2.49) naziva se redwui tenzor podatljivosti.

Komponente tenzora podatljivoS izrazene preko inzenjerskih konstanti glase:

16
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S :é’ (2.50)
S, _Eiz, (2.51)
S, =_V_Elf:_%’ (2.52)
Se :é. (2.53)

Inverzni tenzor od reduciranog tenzora podatfjivge reducirani tenzor elastiosti
koji je dan u sljed&m izrazu:
Jl Qll Q12 o gl
g, = Q12 sz 0 s (2-54)
Z-12 o 0 Q66 y12

gdje su komponente tenzora elé&stisti Q;:

Qllzﬁ’ (2.55)
122 2
Q,= S, (2.56)
ST 22
Qo= (2:57)
S:8,- &
0. -1 (2.58)
66
S
ili izrazene preko inzenjerskih konstanti:
__&
Q - ’ 259
o 1_V12V21 ( )
Q, = E, (2.60)
22 1-viVy
Q,= ViE, _ VuE, (2.61)
1-viyy 1-viy,
Qs = G- (2.62)

17



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

2.2.5. Naprezanja i deformacije proizvoljno orijentiranog sloja

Na sl. 2.9. prikazan je elementarni volumen sarghawsima 1 i 2. Potrebno je izvesti
transformaciju iz koordinatnog sustava glavnihroaterijala (1-2) u globalni koordinatni
sustavk-y). Vlakna su pod kuton®# u odnosu na pozitivni smjer osi Pozitivan smjer

kuta @ odabran je u smjeru suprotnom od rotacije kazalgksatu.

2&)’

X

sl. 2.9.Elementarni volumen u lokalnom i globalnom koortinmen sustavu

Za ravninsko stanje naprezanja transformacijskengddbe kojim se izrazavaju
naprezanja u globalnom koordinathom sustavu preksazanja u koordinathom sustavu
glavnih osi materijala glase:

o, cos 8 sirf @ 2si® co8 ||o,
o, =| sin*@ cosd - 2si cod |o, ;. (2.63)
1, |—-sinfdcoy sird cod cGH- Sid | |1

Xy

Uobicajeno je da se prethodni izraz (2.63) pojednostaeljpiSe kao:

0-1 O-x
o, 1 =[T]4 o, ¢ (2.64)
TlZ Txy

gdje je [T] transformacijska matrica:

cos @ sirt @ 2sif co8
[T]=| sin’6 cosfd - 2sid cof |. (2.65)
-sindco¥ sirfd cof céP- S

Inverzna transformacijska matrica [Tima sljedéi oblik:

18
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cos @ sirt @ - 2sif co8
[T]"=| sin*@ cos 8 2sir® cof (2.66)
sindcoyd - sird cof cé¥- Sid

i koristi se u izrazu:

Gx 01
Oy (= [T]_l Op (- (2.67)
Txy 7’-12

Analogno, transformacijski izrazi za deformacijugnee napisati kao:

gl gx
g =[T]8 & ¢ (2.68)
Vi Yy
gx ‘91
g =[] & ¢ (2.69)
Vs Vi

Radi ¢injenice da se u izrazima (2.68) i (2.69) kutnaodmfacija pojavljuje u
poloviénom iznosu u izraze za transformaciju uvodi se ic&{R]:
1 00

[R]=[0 1 © (2.70)
0 0 2

pa se tenzori deformacije mogu zapisati u sfjedeobliku:

é’:I. El 1 £l
& =[R] & ¢, g +=[R71&,t, (2.71)
Viz Vi V1 Viz
gX g)( £X £X
g, =[R]1 & ¢ g, :[Iﬂ_l £t (2.72)
Vi Yy 3V Yy

Reducirani tenzor elagtiosti (2.54) moZe se zapisati kao:

19
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Ul El
g, =[Q{ &, (2.73)
T12 y12

pa se uvrStavanjem izraza (2.73), (2.71) i (2.6@yar (2.67) dobiva:

oy b =[] o, b= [QRITL A e, |- .79
Tyy T1o Yy

Moze se pokazati da jfR][T][ R~ =[] pa uvatenjem izraza za transformirani

reducirani tenzor elagtiosti:

_ ~ Qll Q12 0 ) (__911 ?12 :QlG
[Q=[TQ. @ o[17=Q Q Qi (2.75)
0 0 Q66 QlG st Qee

veza tenzora naprezanja i deformacije poprima oblik

o) & & 4
o, = Qu Qn Quly& ¢ (2.76)
Ty | Qe Qs Qss| |V
gdje su komponente transformiranog reduciranogotenelastinosti:
Q,=Q,cos 8+ 2Q,+ X, )siAf cosh+ Q,, sity
Q,, = Q,sin" 8+ 2(Q,+ 2Q)sifd codd+ Q,, cow
Q. =(Q,-Q,-2Q,)sind codf+ Q,~ Q,+ 2Q,,)cof sitg
Qs = (Qu+ Q,,~2Q,)siP 8 cod 6+ Qf codd- sit)’ !
Q,=(Q,+Q,~4Qsn*dcos 6+Q,( cods+ sing)
Qi =(Q,— Q,—2Q,)cos sifd+ Q,~ Qi+ 2Qq)si® cOP

Analogno gore prikazanoj proceduri, moze se tedeformacije izraziti preko tenzora

(2.77)

naprezanja:

& §Al Sz _$3 Oy
& = §.Lz _%2 _§3 Oy s (2.78)
yxy SS _%3 _§6 Txy

gdje su komponente transformiranog reduciranogot@ngzodatljivosti:

20
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S, = §,c08 6+ 2(S,+ 2S,)siR0 cosd+ § sitd
S, = §,;sin* 6+ 2(S,+ 2 §)sifd codd+ $ co¥
Se=(2S9,-2S,- $)sindcodf+ (25 25+ S)cod sid
S.=2(2S,+ S,-4 S- $§)sirf 9 codh+ g co¥9 + sﬁﬁ) ’
S, =(S;+ S,-S,)sin” cos 6+ §2( cos6 + sih@)
S=(29,-2S,~- §)cod siff+ (25~ 25+ S)sil cdd

(2.79)

Ako se pretpostavi da jg, = 0, izraz (2.76) se dodatno reducira u skedelik:

M
Tyy Q16 Qes Ty

gdje je:
A" N 6122
=T = 2.81
Q,=Q 2, (2.81)
Q6 =Qi~ Q1—2Q16 ' (2.82)
N — A c_2262
b6 — 11T = - 2.83
Qi =Q 2, (2.83)

2.3. Makromehanika viSeslojnih kompozita

Vlaknom oj&ani materijali se nag&e sastoje od viSe slojeva koji tvore laminat (sl.
2.10.). Pri tome je svaki sloj tanak i moze imaklkitu orijentaciju vlakana. Dva
laminata mogu biti razlita iako imaju jednaki broj slojeva sa jednakomjemtacijom
pod uvjetom da imaju razit raspored slaganja. Osnovna z&lamakromekanike
viSeslojnih kompozita je opisati kako se viSeslogoimpozit ponaSa pri odtenom
opteréenju. Pri tome je koriStena kl&ea teorija laminata uz sljeé¢ke pretpostavke:

» |aminat je tanka pka u stanju ravninskog naprezanja
» spajanje slojeva je ,idealno”, odnosno debljinajapdjepila) je jednaka O i

nema proklizavanja
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» zadrzan je kontinuitet pomaka s obzirom na spoj

= pri deformiranju normala na srednju ravninu lamanastaje okomitay,, k., =

sl. 2.10. Laminat

Na sl. 2.11. prikazana je kinematika deformacimitaata u ravninix-z. 1z slike se

vide pomaci toke A koja je smjeStena na proizvoljnoj udaljenasbid srednje ravnine.

srednja ravnina

sl. 2.11. Kinematika deformacije laminata

Uo, Vo | Wo 0zn&avaju translacijske pomakecte srednje ravnine laminata u smjeru
yizosi. Pomak t¢ke A u smjerw osi je:

u=u,-zp. (2.84)
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Prema pretpostavci da normala ostaje okomita nespraipresjek 3 predstavlja nagib

srednje ravnine laminata mas pa vrijedi:

dw,
ox

:8:

Izraz (2.86) tada glasi:
ow,
ox

Analogno za savijanje u ravnirg, ) vrijedi:

u=u,—2

ow,
oy

v=0v,-2

Za male deformacije vrijede izrazi:
_0u_ou, _ *w,
*ox  ox 09X
c _0v _ 0y, _Zazwo
Yoy 9y oy

ou  dv _du, 0o,
= =—°+

2
0w,

ny—a—y ax  ay ax
odnosno u matthom zapisu:

& £ K

0
X X X
0

£y:£y+ZKy,

Y, Xy ygy K Xy

gdje sueif komponente deformacije srednje ravnine laminata:

ou,
£° 0X
£ = %\;’ :
Vo du, , 0V,
+
dy 0x

a k; su komponente zakrivljenosti srednje ravnine latan

00y’

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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0°w,
2
o |2
K, b=~ a"‘z’° (2.93)
y
Ky ,
0w,
oxoy

UvrStenjem izraza (2.91) u izraz (2.76), konstitnéi jednadzba k-tog sloja laminata,
izrazena preko deformacija i zakrivljenosti sredigjenine laminata, poprima oblik:

Oy ?11 ?12 ?16 2 ?11 :le ?16 Ky

O-y = 912 922 926 € + 9.2 _QZZ Q26 Ky ) (294)

Tyy Qs Qs Qe K ygy Qs Qu Qeek Ky

Rezultante unutrasnjih sila laminata prikazanih sla 2.12. mogu se dobiti

< o X o

integracijom naprezanja u svakom sloju:
%

Nx = J. a'x dZ, (295)
S
%

N, = jya—y dz, (2.96)
%

N,, = jy r,, dz, (2.97)
%

M, = [ g,zdz, (2.98)
S
%

M, = j o, zdz, (2.99)
S
%

M, = j r,,2dz, (2.100)

"

gdjeh ozna&ava ukupnu debljinu laminata.
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sl. 2.12. Rezultante unutrasnjih sila laminata

Na sl. 2.13. prikazan je pogre presjek laminata sastavljenog ondslojeva ukupne
debljine h. Granice prvog sloja su odiene vrijednostimaz, i z, drugog sloja
vrijednostimaz, i z, k-tog sloja vrijednostimay.; i z, an-tog sloja vrijednostima,.1 i z,.

Rezultante unutrasnjih sila laminata iz izraza(2(@5100) mogu se matmo izraziti kao

suman integrala naprezanja:

Nx A O, n % Oy
N, = [4{0,tdz=>" [{0,; dz, (2.101)
_ k=1
ny % g, % o
Mx A o, no % Oy
M, = [0, tzdz=) [10,; a2 (2.102)
M % g K1z,
Xy Xy XY) k

srednja ravnina )5

(
) z
e iR
\ Zn-1
/

{
[ n

sl. 2.13. Popre’ni presjek laminata
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Uvrsti li se izraz (2.94) u izraze (2.101) i (2.)Qketpostavi li se da su komponente

transformiranog reduciranog tenzora eltasisti QJ. konstantne kroz cijeli sloj, dobiva

Se:
Nx n ?I.l §12 §16 7 ‘S‘S % Kx
Ny =2 Q. Qo Qo | [ & pdz+[ g4, 2lz, (2.103)
Ny Qs Qs Qs ‘ s y>(<)y MKy
Mx n §11 ?12 ?16 7z ES % Kx
My =>1Q, Qp Qu g raz+[ 1k, 2d2. (2.104)
| s = =
Mxy Q16 Q26 QGB K Ao y)?y fer K Xy

Budwi da vrijednosti ], £, ;. K . K ..k Jhisu funkcije odz, mogu se izltiti iz

izraza pod integralom pa jednadzbe (2.103) i (2.p@primaju opi oblik:

No| [A A Asl[&| [By B. Byllk,

Ny r=1 Az Ar As ‘93 | B, Bp Byli ks (2.105)
N,y As As Al |V Be Bs Begl (K

M, B, B, Bgl|& Dy D Dyl 4,

My =B, By By ‘93 | D, Dy Dyl &y g (2.106)
M,y Bs B Bio) |V Dis Dy Degl Ky

gdje jeA; aksijalna krutost (engxtensional stiffnegs

A=>(Q) (n-na), (2.107)

k=1 k

By spregnuta krutost (engending-extension coupling stiffngss
1 /=
B =52(Q) (n"-n.). (2.108)
k=1 k
Dj savojna krutost (en¢pending stiffnegs
1=
0, =13(q) (a7-n.). (2.109)
k=1 k
Izrazi (2.105) i (2.106) mogu se zapisati skirzo:

{Q}Z[BA cﬂ{i} (2.110)
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2.4. Puzanje kompozita

Puzanje se moze definirati kao pojava da se tijekmemena povw&avaju deformacije
pri konstantnom opteéenju ili konstantnom naprezanju. Dakle, kod opisjagpuzanja
uvodi se faktor vremena pri opisivanju veze idm@aprezanja i deformacije. Pri izradi
laminatnih konstrukcija namjenjenih dugotrajnoj @ksitaciji, stoga, treba voditi dana
0 puzanju materijala. Barbero i Luciano [25] suippitivanju viskoelastinog ponaSanja
polimernih kompozitnih materijala ustanovili da pazanje polimernih kompozita uije
isklju¢ivo viskoelasitha svojstva matrice jer efekti puzanja nemaju nmetltjecaj na
vlakna.

U svrhu lakSeg opisivanja krivuljaaprezanje-vrijeme deformacija-vrijemecesto se
ponaSanje materijala pri puzanju prikazuju reolwsknodelima. Na sl. 2.14. prikazan je

Maxwellov model koji se sastoji od serijskog spojauge i prigusivéa.

EO 77

O o
_>

sl. 2.14. Maxwellov model

Brzina deformacije Maxwellov modela iznosi:

ey =20, o0 (2.111)

gdje jeEo modul elastinosti u za = 0, a7 je parametar viskoznosti. Integriranjem izraza

(2.111) po vremenu dobiva se:

o 1]
E(t)y=—+=|odt. (2.112)
e "]
Budui da je naprezanje konstantno dobiva se:
o ot
t)==—+—. 2.113
E, 7 (e113)

Izraz (2.113) moZe se joS napisati kao:
et)=Q7'(H)o. (2.114)
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ili obrnuto:

a(t) =Q(te. (2.115)
gdje Q(t) i Q(t) predstavljaju linearne diferencijaine operatodaksacije i puzanja. Za
Maxwellov model vrijedi:

t

4 1
t)=—=—+—.
Q™ (t) E0+/7 (2.116)

Za Voigt—Kelvinov model koji se sastoji opruge igusivaia u paralelnom spoju (sl.
2.15.) vrijedi:
o(t) =né(t) + E&(t) (2.117)

RjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.117) glasi:
o _E
£(t) :E(l—e g J (2.118)
pa linearni diferencijalni operator puzanja Za \tekgelvinov model glasi:

QY = é{l— e_”J (2.119)

E

MR-

- n ——»

sl. 2.15. Voigt—Kelvinov model

Na sl. 2.16. prikazan je Burgersov model model kegi joS nazivacetvero-
parametarski model. Budu da su elementi Maxwellovog i Kelvinovog modela
postavljeni u serijski spoj, diferencijalni openatpuzanja se dobiva zbrajanjem
diferencijalnih operatora puzanja ta dva modela:

6

421t 1 e
t=—+—+=|1-e™ |. :
Q 0 Ez( J (2.120)
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gdje 71 dolazi na mjesto oq u izrazu (2.116), & i 17, dolaze na mjesto o8 i 77 u
izrazu (2.119).
E,

o [ ] o
- " F—»

sl. 2.16. Burgersov model

Za razliku od Maxwellovog modela, Burgersov modebi opisuje i primarno i
sekundarno puzanje.

Budwi da se viskoelasthost opisuje diferencijalnim jednadzbama, radi
jednostavnosttesto se uvodi Laplaceova transformacija jer se &ikoinira vremenska
varijabla pa se viskoelastii problem svodi na elasti problem [34]. Laplaceova

transformacija funkcijé(t) odreiena je integralom oblika:

f9=[e* f(ydt (2.121)
0
Medutim, Carsonova transformacija:
f(s)=sf(9 (2.122)
je jos prikladnija jer u Carsonovoj domeni vrij¢d8b]:
Q9Q*(9=1. (2.123)

Carsonovom transformacijom izraza (2.116) i (2.120yvrStavanjem u izraz (2.123)
dobivaju se linearni diferencijalni operatori redakije i puzanja u Carsonovoj domeni za
Maxwellov i Burgersov model:

=~ 1 Ey1s
QY ===~ :
Q(9 E+7s

1 E/1(E, 17,9 s

QN9 EE+(nE+ E(n+n,)) stnn,$

(2.124)

Q(9) = (2.125)
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Laméove zn&jke matrice mogu se izraziti preko linearnog difarijalnog operatora

relaksacije:
- Qv
/1 e m- m
m (1+|/m)(1— 2/m) 1 (2.126)
o Q

Buduii da je pretpostavljeno da su vlakna elasti Laméove zriajke vlakna su:

1 = Ev
£ = (1+|/f )(1_ V. ) , (2.128)
U, =2(vaf)' (2.129)

U izrazima (2.126) -(2.129,, ¥ i Ef su: Poissonov koeficijent matrice, Poissonov
koeficijent vlakna i modul elasmosti vlakna. Promjena tih z&agki u vremenu je
zanemariva [36].

Tenzor viskoelastne relaksacije u Carsonovoj domeni za kompozitecao@

jednosmjernim cilindtinim vlaknima preuzet je od Luciana i Barbera [37]:

;1(3):;m+2;,m_v_f(§+2%%+ as, & 5 a8 bﬁaz-sz, (2.130)

H\4 @9 #[.c pghg°  p.9c 4c
3 -, Vibfs §-8 a-b
$) = Ay +— - - : .
L,(s) =4, o {ZCﬁm 2000 4 €J (2.131)
~ = Vi aS ab+P
Lo(S) = A, +— - , .
2(8) =4, H(Zc,[lmg 22 J (2.132)
-~ = .- Vi a§ ag  a’-p
L.(S)=A +2a —— + + , .
2(8) = A, +20, m (Zﬂmc TR AT (2.133)
-1
|:44(S) :/Tm_vf _ZA% +— L +— 3 ) (2.134)
/’Im /’Im_l’lf /um(z_Z/f)
-1
L9 = A~V | 2 e |, (2.135)
lum lum_luf

30



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

gdje je:
a= [, ~ fly =20,V 20, ¢, (2.136)
b=Vt = V= 2LV Y 2L K (2.137)

C:(lan_luf)(luf —U 22UV Y KUY AN FUY FAUYY QY Y Jﬂ (2.138)

c=2-, (2.139)
L_a8 ags (S-9), s(B- 8 H & Y+ $ av’p
2ffic  picg  2ung’c 2u,C 21 ,,9¢ . (2.140)
+a3—2b3—3ab
8c?

Vrijednosti S, & i S; preuzete su od Nemat-Nasera et al. [38] uzitnajuobzir
geometriju vlakana i izrazene su kao parainaifunkcije [39]:

S, =0,49247- 0,4760% - 0,02748, (2.141)
S, =0,36844- 0,1494¢ - 0,27158, (2.142)
S, =0,12346- 0,3203% - 0,235M. (2.143)

Komponente tenzora elagtosti trasverzalno izotropnih materijala iz izrg2a47) u
Carsonovoj domeni mogu se izraziti preko kompontamzora viskoelastne relaksacije
[28]:

Cu(9) = L(3, (2.144)
C(9= L9, (2.145)
= (9231341 13+ L]
C22(5)—4 L(9+ 4 L9+ > L{ 3, (2.146)
= (9=11 RN
Czs(s)_4 L22(9+4 Ly 9 > L{ ¥ (2.147)
Cos(9= Le(9 - (2.148)
Izrazi (2.55)-(2.58) u Carsonovoj domeni su onda:
o - C _6122(5)
Qu(9) = Gy(9 .9 (2.149)
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3 — _ CA:zs(s) E:12( 9
Q.(9=C.(9 Ty (2.150)
S —C _ 6223(5)
Q(9) = Cy( 9 .9 (2.151)
Qss(9) = Geol( 9 - (2.152)

Carsonova transformacija jednozna funkcije je, kao i Laplaceova transformacija,

jednozné&na. Isto tako je i transformacija slike tj. obrnatansformacija u originalnu

funciju jednoznéna. Obrnutom Carsonovom transformacijom dobivajikk@@ponente

reduciranog tenzora elastostiQ11, Qi2, Q221 Qss U Vremenskoj domeni. U Ranalnom

programu Matlab izkainate su vrijednosti komponente reduciranog tenetasténosti

za kompozitni materijal sa polimernom matricom ED<aklenim vlaknima volumnog
udjelaVs = 0,54 koji je analiziran u primjerd3.11. i 5.3.12Rezultati su prikazani u tab.

2.1. u ovisnosti o vremertuZnaajke materijala dane su u tab. 5.5.

t (h) 0 50 100 200 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

Qu |394t 38,5¢ 38,1¢ 37,9t 37,8 37,7¢ 37,6¢ 37,4t 37,2: 37,0¢ 37,07

Q. (10,67 7,06 537 4,2z 3,71 35z 3,0 20t 1,04 0,27 0,00¢

Q22 29 19 14¢ 117y 10 09 0,8 057 0,2¢ 0,07 0,001

Qes 3,54 231 1,7 137 12: 1,14 0,9 0,6t 0,3z 0,0¢ 0,001
tab. 2.1. Komponente reduciranog tenzora elaststi GP9

32



Tankostjeni kompozitni
3. gredni no&a

3.1. Osnovne pretpostavke

Gredni nosé& su deformabilna tijel&ije su dimenzije poptamog presjeka relativho
male u odnosu na duljinu ndsa Pritom, popréni presjek moze biti puni ili tankostjeni.
Tankostjeni gredni nosasu oni nosa ¢ija je jedna dimenzija poptrog presjeka
(debljina stjenke) puno manja od ostalih. Njiholva@vga prednost u usporedbi s grednim
nos&ima punog popr;og presjeka je Sto su, s obzirom na utroSak njeBeri
ucinkovitiji za prihvatanje sila okomitih na uzduznu os. &gim, ponasanje takvih
konstrukcija je puno sloZenije i takve konstrukajesklonije gubitku stabilne ravnotezne
forme [40, 41, i 42]. Zato je analiza tankostjekdnstrukcija puno zahtjevnija od debljih
konstrukcija i matematki modeli su puno slozeniji.

Prema obliku, tankostjeni pogré presjeci se dijele na otvorene, zatvorene i
kombinirane, a s obzirom na simetrost dijele se na jednoosno sim&tg, dvoosno
simetriéne i nesimettine. Kod dvoosno simetrnih popré€nih presjeka centar smicanja i
teziSte se poklapaju. Centar smicanja je oghka@oprénog presjeka za koju je suma
momenata svih unutradnjih smih sila pri savijanju jednaka nuli. Centar smieasg
poklapa s centrom torzije [43,44]. Pod centrom @eije podrazumijeva ona dka
popre&nog presjeka oko koje se odvija rotacija pépogy presjeka pri uvijanju.

Gredni nos& mogu preuzimati aksijalna i stima opteréenja te opterEnja na
savijanje i uvijanje. Bitne razlike popmh presjeka grednih no&a se ispoljavaju pri

uvijanju. Neokrugli popréni presjeci se vitopere pri uvijanju tj. ¢l poprénog

33



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

presjeka, osim rotacijskih pomaka, dozivljavaju kisialne pomake. Kada aksijalni
pomaci nisu sprigeni, svi popréni presjeci se mogu jednako deformirati pa se onaji
javljaju samo primarna tangencijalna naprezanjkvdauvijanje se nazivaisto ili St.
Venantovo uvijanje [45]. Ako su aksijalni pomaciragiceni ili je torzijski moment
promjenjiv uzduz nosa, tada se javljaju normalna naprezanja koja uzuokekundarna
tangencijalna naprezanja. Takvo uvijanje se naxfl@sovo uvijanje ili uvijanje s
ograntenim vitoperenjem [46]. Pri uvijanju zatvorenih kastjenih nosé& i nos&a s
punim poprénim presjekom, sekundarna tangencijalna naprezanjaogu zanemariti.
Ovaj rad je ogragen na analizu tankostjenih kompozitnih grednih kakgija pri
cemu se model temelji na klasbj teoriji laminata (CLT) [1] te sljedem
pretpostavkama:
= gredni noséje pravocrtan
» projekcija konture poptmog presjeka na ravninu okomitu uzduznoj osi dasa
ostaje nepromijenjena tijekom procesa deformirao@imosno ponasSa se kao
kruto tijelo (Bernoullyjeva pretpostavka)
» posmina je deformacija u srednjoj plohi ndaajednaka nuli (Vlasova
pretpostavka)
= svaki se dio grede ponaSa kao tanka ljuska, St¢i -i@apravac okomit na
konturu ostaje okomit tijekom cijelog procesa defwanja (Kirchhoffova
pretpostavka)

» pomaci su veliki, a deformacije male

3.2. Polje pomaka

Na sl. 3.1. prikazani su pomaci pofmeg presjeka grednog na@sauslijed aksijalnog

opteréenja, savijanja i uvijanja.
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sl. 3.1. Pomaci poprenog presjeka kako krutog tijela

Cartesijev koordinatni sustay, §, y) odabran je tako da se os z podudara s uzduznom
osi nosé&a koja prolazi kroz teziSta O svih pogmén presjeka. Koordinatne osii y
glavne su osi inercije popfieog presjeka. Komponente pomaka popog presjeka kao
krutog tijela su:

Wo — translacijski pomak teziSta O po pravcuzsi

Us, Vs — translacijski pomaci centra smicanja S po prag@sixs i Ys,

&, @« , ¢y — rotacijski pomaci popegoga presjeka oko 02j, Xs i Ys,

7] — parametar vitoperenja popnega presjeka definiran u odnosu na
centar smicanja.

pri ¢emu je:

(zs X ¥s) — koordinatni sustav s ishodiStem u S, a panaledakoordinatnim

sustavomX X, y).

Pri tome je:

Wo=wW(2, u=u(3 v=dFk ¢,0(F

_dv, _ _dy _ W, . (3.1)
¢x—dz—¢x(2), P, = dz—¢y(2), 6= . 6(2

Iz izraza (3.1) je vidljivo da su sve komponentenp&a funkcije jedino varijable a
parametai@je istovjetan negativnom jedimom kutu torzije.

Polje pomaka ttaka popreénog presjeka definirano je izrazom:

Up={W U V}={ww wu w7, 3.2)
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pri ¢emu swy, ui v komponente linearnog polja pomaka:

_oo_.dv, o du g,
WEW Y dz ~ dz @ dz’
u=u—(y-y.) 4. (33)

vy +(x-X) g,
dok w, U i v, predstavljaju vetine drugoga reda zbog ukdjenih efekata velikih rotacija

u skladu s [6, 7] i iznose:

=21 80.(x-x)+0 4 (v~ v)]
0=%[¢fxs+¢x¢yy-(¢i+¢2y) |, (3.4)
v=3[0v 0.0 x-(0447) y]

3.3. Deformacija

U skladu s nelinearnim poljem pomaka tenzor defoijage:

g =%[(u +0) +(y+g) +(urn), (v, | (3.5)
odnosno:
£ =6+ +%, (3.6)
uz:
2 =y;+ Y, 23 =4, 4, 28 =1+, (3.7)

pri ¢emu zarezi ozri@vaju parcijalne derivacije s obzirom na koordieabsi.
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sl. 3.2. Pomaci t@aka konture popiog presjeka

Na sl. 3.2. prikazan je dio konture prostornog tmtjenog grednog no&a U
konturnom koordinatnom sustava, @, s) definirani su pomaci srednje linije konture
presjekaw, U, Vv, dok su pomaci taka udaljenih od srednje linije definirani kao:

__au. _9u B
w(z,sr)—vv—na—z, Vzsh"v ine (u,z9n", (3.8)

pri ¢emu je 3 ozna&en radijus konture, @ udaljenost proizvoljno odabraneike pola P

od pravca normale i prema sl. 3.2. iznose:

q=(x-x)cosB+ (y- y,)sins, (3.9)

r=(x-x)sin8-(y-y,)coss. (3.10)
Veza grednih i konturnih pomaka izrazena je kao:

w=W(zs;

v=U(z srjcosf+ V zshsig ;. (3.11)

u=U(z s sinB-\ z s hcop .

S obzirom da se u konturnom koordinatnom sustavuaaggd srednje linije konture
presjekaw,u, vsastoje od linearne i nelinearne komponente, udektaizrazom (3.11)
moglee je pisati:

W =W-(zsn;
V- =U"(z s jcosB+ V( z s hsinB ; (3.12)
u =U'(zsnsinB-V(zs hcop ;

37



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

W =W"(zs1;
v =U"(z s fcosB+ V"'( z s hsing ; (3.13)
u™ =U"(z s nsinB- V*( z s hcop ,
pri ¢emu indeksL i NL ozn&avaju linearne odnosno nelinearne komponente pantaka
skladu s time, pomake daka udaljenih od srednje linije iz izraza (3.8)idiedne u

konturnom koordinatnom sustava, (n, $ mogue takater promatrati razdvojeno na

nacin:
o out e QUL -
w(zs)=w-l; u(zspv AL a9 (19
NL — )L aUNL. L - aUNL. —N
wH(zsg=wW- - H(zspETV- A (2987 (3.15)

postujii Vlasovu pretpostavku da je srednja deformagqau srednjoj plohi jednaka

nuli te pretpostavku da se projekcija konture pépog presjeka ponaSa kao kruto tijelo,

komponente deformacije ragite od nule u egzaktnom obliku su:

_ow_ 0w _0°u _ow_ow 0°u
-n = -n

e = =00 2. RALS AL 3.16

2 9z 0z 07 € 0z 0z 07 ( )
1| (owY (ou) (ov) owow dudu 9vav

=Sl =]+ = |+ = | | fem—t——+——; 3.17

722 2[(&) (azj (62)} 7 0z 0s 0zds 0D (3.17)

5, =W, 5 20N OV (3.18)

€. == €
0z 0s 0z

gdje je g dio tenzora deformacije linearan u pomacimau i v, 77, je dio deformacije
nelinearan u pomacima, u i v, dok je & dio deformacije linearan u pomacinaeu, v.

UvrStavanjem izraza (3.12) u izraze (3.16) slijedi:
1] aw)? (aujz (avjz . _0wow odudu 0VvoV.
=—||—| +| —| +| — =t —
e 2{[@2) 0z) "oz) |' ™ 9705 0205 0 ¢ (3.19)
ézz=a—w; ézs:a_era_v’ (3.20)
0z 0s 0z
pri ¢emu je odgovarajie duljinske deformacije i zakrivljenosti srednjgije laminata s
obzirom na komponente polja pomaka (3.3) néegaraziti u obliku:
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_,_OowW _dw d’v _du d¢
St s TEVA. —w—Tz 3.21
"o a2 Y dz Xdﬁ“’afz’ (3:21)

K- = —azf =- d Ys ¢ (3.22)
0z
dg,
_2 ]
- (3.23)
paizrazi (3.19) i (3.20) postaju:
e, = 20 - T (v rsing) - X (y- oot %% - n (3.24)
dz dz dz
dg,
=2 .
e,=2n—= et (3.25)

Analognim je pristupom mode i nelinearne komponente deformacije iz izrazA7Bi
(3.18) izraziti preko odgovarajin komponenata polja grednih pomaka. Cilj je ovih
transformacija u koréici dobiti odgovarajée krutosti grednoglana preko rezultanti
unutarnjih sila kako je raztano u narednim poglavljima. Pri tome jeano da se izrazi
proizasli od nelinearnih dijelova pomaka u potpangsoklapaju s izrazima ve
izvedenim u literaturi [47] i kao takvi ne preddjaju nikakvu novinu te je iz tog razloga

taj dio izvoda ovdje izostavljen.

3.4. Unutarnje sile

Tzs
dA

Oz

sl. 3.3. Pomaci t@aka konture popiog presjeka
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Rezultante unutarnjih sila pogreog presjeka grede prema sl. Jide:

-aksijalna sila:
F,=J]o,dnds; (3.26)
A
-momenti savijanja:
M, = {\Jz(y— ncosg )dnds; (3.27)
M, = £JZ(X+ nsinB)dnds; (3.28)
-moment uvijanja:
M, =[r,nhdnds; (3.29)
A
-bimoment:
M, =] o,(w—nq)dnds. (3.30)
A

Kao dodatni se torzijski moment pojavljuje i koji je uzrok tzv. torzijskog izvijanja kod
tankostjenih grednih no&a i koji iznosi:

ngjazpsz%= R%'
A

dz dz’ (3:31)

Pri ¢emu je K poznat kao Wagnerov koeficijent, a pripadni sektefmziva Wagnerov
efekt. U izrazu (3.31) predstavlja udaljenost proizvoljneck® poprénog presjeka od

tocke glavnog pola odnosno centra smicanja.

3.5. Rezultantne laminatne sile segmenta konture grednaggyesjeka

S obzirom na odgovaraje teoretske predpostavke scetka ovog poglavlja, a uz
adaptaciju na gredni koordinatni sustays( n) sa sl. 3.2., analogno izrazima (2.101) i

(2.102), laminatne sile iznose:

N, = [ o,dn, Ny, = [ 7,dn, (3.32)
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A %
M,, = I o,ndn, M, = _[ r,ndn (3.33)
te se izrazi (2.110) svode se na sligadlik:
{sz}z Ail Aﬁ6 {gz}_'_ Bll BlG:|{Kz}’ (334)
st _AG AEG_ Vsz L BlG BGG Ksz
{Mzz}:_Bll Blﬁ_{gz}_'__Dll D16i|{Kz}. (335)
Mi,) [ B Bss|(Vee) [ DPis Desl | Xs

Iz gornjih izraza vidljivo je da se uz spomenutetpostavke gredne teorije ukupan
sustav laminatnih sila na konturi pogmeg presjeka reducira na komponente prikazane
na sl. 3.4.

sl. 3.4. Laminatne sile segmenta konture grednog presjeka

Takader, u skladu s izrazom (2.80), konstitutivha jediteedza jedan laminatni sloj grede

(azj:[@f élgjmgsz] (3.36)
Tys (515* éﬁg Vs .

gdje suQ;;" tzv. reducirane krutosti prema (2.81)-(2.83).

glasi:

U skladu s konstitutivnim jednadzbama iz (2.32)s aobzirom na (2.22) i (2.23),
rezultantne sile iz (2.24)-(2.27) maguje izraziti preko komponenata grednih pomaka na
slied€i nxin:

F,=&3[ A ds+k J( A x+ BsinB)dstk,[( A y BcosB) ds

+Kw£(A11 - B,gdst KSZ-L B d, (3.37)
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M, =% (A, x+ BysinB) dst«, | (A %+ 2 B,sing+ O,sid 2 )ds
+KXJ(A.1Xy+ a1y5inﬁ_ |§1>C033+ Q1 Sirﬁ C0§ )15'
K[ (At Bwsinf- B, xq- O,pinf)ds k| (B x DBsing) c,

(3.38)

M, :fgi(ﬁly- Bicosf)ds+k,[ (A xy B winB— B o~ D siff cos Jos

+K,J(AY ~2B,ycos8 + Dy, Co8 3 Yisr
Ko (Ayyw= BweosS- B, yar D,qcoss Jds A, [ (B y D cof )c,
M, :ggiBledsw(yL( B, x+ D,sinB) dsw(xi( B, ¥ D,cosB)ds
+K,, i (Bsw— D,0) ds+ KSZIS D, ds,
M, szi(pnw‘ By;0) dS+Kny( A w+ Bsinf- B, xg D, §ing) ds
+K, (A @y~ B@cosh - B,ay D,qcogd )ds
+Kw£('°11w2‘2511qw+ Dllqz)ds*/(sz£( Bgo— D0 d,
pri ¢emu su deformacije i zakrivljenosti:
o_w, __dPu. v

3 ’ T2 X ) Ky ) K, I
* dz Y d? dz dz dz

Izraze (2.33)-(2.37) mode je zapisati i u matthom obliku kao:

2
__ &g, s,

o

F, 'E, E, E; E, Ele 2
M, E. E», Ey Ey Eu|k y
Mo r=|EBEx En B By Eglik,
M, B, En Ei Eu Egllk,
M. L E, E, Es; E E55_ K,

pri ¢emuclanovi matrice iznose:

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

42



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

E, =£AL1 ds,

E, = B, =[(Ax+ Bsing) ds

E; = By =](A.y- B,cosf)ds

E,, = Ey=[(A@- B9 ds

E,s = Eqy =) Bods

E,= £(Aux2 +2B,xsinB+ D,sirf B)ds,

By = By, =[(Axxy+ B, infS~ B,cosf~ D,sif cof Xs
E,, = E,,=[(Apxw+ B wsinf— B, xq D,osing) ds
E.=E, :E( Bgx— D,sSing)ds

By = £(AL1Y2 —2B, ycosf+ D, co$f ¥s,

Bsi = B =[(Anyw= Bgocosf -~ B, ygr O, qc098 )ds
E,s = Ex; =[(Byy- D,c0s8)ds

E. = (A4 - 2B,qo+ D) ds

E,s = Eg, =[(B— D0 ds

B = D%d;

(3.44)
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4. Konacnoelementna formulacija

Pri projektiranju tankostjenih grednih konstrukaijd posebne je vaznosti Stange
predvidjeti granino stanje stabilnosti deformacijskih formi [47]. K¢a su analittka
rjeSenja ograena samo na slajeve relativno jednostavnije geometrije n@sapri
analizi je ovakvih problema evidentna nuznost upemeke od numeikih metoda, npr.
metode konénih elemenata.

Metoda kona&nih elemenata temelji se na podjeli kontinuuma dgovarajéi broj
poddomena koraih dimenzija, konéne elemente, koji su ndesobno povezani u
konanom broju t@aka, cvorovima kon&nih elemenata te se time kontinuirani sustav
aproksimira diskretiziranim s ko&am brojem stupnjeva slobode. Udovoljavanjem
Zadovoljavanjem uvjetima ravnoteze svakog elemeéntajetima kompatibilnosti u
¢vorovima konanih elemenata problem se svodi na sustav jednakidjei su radi
konanih dimenzija elemenata algebarske. RjeSavanjemawaistih jednadzbi uz
postivanje rubnih uvjeta odtaju secvorne nepoznanice ko&r@h elemenata.

Problem analize stabilnosti grednih prostornih kangija izrazito je slozen zbog
nevektorske prirode velikih prostornih rotacija kaog rotacijske ovisnosti momenata.
Pri velikim ¢e se prostornim rotacijama induciraju torzijski nmesrti polutangencijalnog
karaktera i momenti savijanja kvazitangencijalnagaktera, a ukoliko su u nekafvoru
konstrukcije spojeni nekolinearni gredni kénaelementniclanovi, postojatte potreba
za zbrajanjem miisobno nekompatibilnih komponenata momenata odno®oenata

koji se u svojoj naravi pri velikim prostornim rofgma ne ponasaju jednako.
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Jedna od mogih solucija spomenutog problema uemje je komponenata
nelinearnog polja pomaka pri iz#enju matrice krutosti grednog kaimog elementa,
izraz (3.4), ili pak uporaba adekvatnih relacijarzesformaciju matrice krutosti prilikom
prebacivanja iz lokalnog kowtaoelementnog koordinatnog sustava u globalni
koordinatni sustav.

U konanoelementnom modelu razvijenom kroz ovaj doktorski koriStena su oba
navedena pristupa. Naime razvijeni je model komaipitako da bude pogodan za
linearnu analizu stabilnosti u smislu brze provjkriéicnog opteréenja i pripadajtieg
deformacijskog moda konstrukcije, a isto tako insdinearnu analizu stabilnosti, dakle
pratenje kompletnog odziva deformacije s obzirom n&@énje.

U svrhu je nelinearne analize primijenjen tzv. kaogski ili Eulerovi pristup koji je u
Svoj osnovi na nivou kogaog elementa linearan, a sve se nelinearnosti uupdsvo
transformacijskim matricama iz lokalnog koordinagneustava vezanog za keéna
element u globalni koordinatni sustav konstrukcl@ko pri ovakvom pristupu nije
mogute razlditi geometrijski linearni dio matrice krutosti kotreog elementa od
geometrijski nelinearnog dijela, a upravo se talodvajanje zahtijeva pri linearnoj
analizi stabilnosti, u tu je pak svrhu nuzno bitovpjeniti i ovaj drugi spomenuti pristup.

Kroz ovo ¢e poglavlje biti poblize opisana oba koncepta aeailzvijanja uz prikaz
vektora koriStenih kortmih elemenata i r@na izvaienja matrica krutosti kokaog

elementa.
4.1. Princip virtualnih radova

U osnovi metode koraih elemenata lezi primjena principa virtualnih oad koji se
temelji nacinjenici da je potencijalna energija unutarnjinasigdnaka virtualnom radu
vanjskih sila, te u sltaju kada nema volumenskih sila glasi:

oU =W, 4.2)

J'ISJ Jt‘sij dv= J' tita'(‘ p+t~iu) dA, (4.2)
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gdje je U potencijalna energija unutarnjih sildy je virtualni rad vanjskih sile5; je
Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrstg; Green-Lagrangeov tenzor

deformacije,t; povrsSinske sile,u, i T, su komponente pomaka, dok jeoznaka za

varijaciju. Gornji indekst ozna&ava da se radi o totalnim vrijednostima. Zanemasel
pocetne pomake i deformaciju prije izvijanja slijedi:

§E§HH g4, (ETH L wE W (4.3)
pri cemu gornji lijevi indeks O ug; i ti ozn&ava da se radi o petnim vrijednostima dok
velicine bez gornjeg lijevog indeksa predstavljaju imkemtalne vrijednosti.

Kako za Green-Lagrangeov tenzor deformacije prewavrijedi:
€ = 0g + 0 +0f, (4.4)

proizlazi:
[§ 06 dv+[° sy dw[° S5 e av[) & ugaf & ug .5)
\% \Y \Y A A
Izraz se moze napisati i kao:
OUg +dU,-oW =477 =0, (4.6)

pri ¢emu je:
ouU. :fS”. J¢ dVv-elasttna potencijalna energija unutarnjih sila,
\Y

g :IOSU a; dV+j°§5}e d\/—j ° ©7u df-geometrijski  potencijal  p@tnih
\% Y, A
unutarnjih i vanjskih sila,

oW = .[ t oy dA -virtualni rad vanjskih sila,
A,
dok /7 predstavlja ukupni ili totalni potencijal.

Uz konstitutivne jednadzbe:

S = Gué > (4.7)

gdje G, predstavlja tenzor elagtiih konstanti, t&iz J; = 0g , bit ¢e:

Jcljk, g Je dv+£°§5qj d\*ioijSﬁ;e dvi? & u(;al;e;£i d UL (4g)
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Izraz (4.8) predstavlja linearizirani princip viainih radova. Integrali s lijeve strane
predstavljaju geometrijski linearno odnosno nelinegonasanje gredna@tana i posluzi
kao osnova za izvignje linearne(elagthne) odnosno nelinearne (geometrijske) matrice
kona&nog elemenata. Integral desno od znaka jednakostisfavlja virtualni rad

vanjskih sila.

4.2. Linearna analiza

Ratunalni program Eulam razvijen tijekom izrade ovektdoske disertacije
prvenstveno je bio zamisljen kao kao alat za natime simulaciju kompozitnih grednih
konstrukcija u rezimima geometrijski velikih prostth pomaka i rotacija. S obzirom na
potrebu brze provjere krithog opteréenja kod kojega konstrukcija gubi stabilnost u
racunalni je program integriran i modul za izvrSerge. tvlastite zad& stabilnosti [48,
49] odnosno tretiranje problema stabilnosti kadfgma vlastitih vrijednosti. Osnovni je
koncept véim dijelom preuzet iz programa THINWALL [50, 47],pidodani su vlastiti
moduli koji se &u specifénosti laminatno kompozitnih popiah presjeka. Daljnjinte
tekstom biti objasnjen izéan elasttne matrice krutosti kompozitnog grednog kémag
elementa, za koji je podloga posluzio kéma element iz r&unalnog programa
THINWALL.

o |
Sl

“4/(/713

sl. 4.1. Tankostjeni gredni kor@i element s 14 stupnjeva slobode
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Na sl. 4.1. prikazan je prostorni tankostjeni giekonaini element s dvavora
ozna&ena s A i B. O i C predstavljaju teziSte i centaric&nja poprénog presjeka.
Konatni element ima sveukupno 14 stupnjeva slobode @bé&n po ¢voru) te su

odgovarajudi vektori ¢vornih pomaka tvornih sila e-tog elementa:
e T
(U ) :{woA’usA’USA’¢ZA l¢xA 1¢yA ’woB ’uSB ’vSB '¢ZB ¢XB ¢yB HA 65} y (4.9)
(fe) {FZA FXA FyA M M MyA I:ZB FxB FyB M M M M M } (410)

Uvodenjem izraza(3.24) i (3.25) u izrazeds i oU_ dobiva se:

U, =[(o,0e,+1 ge)dv=
\%

=H{ {5— = (y- ncosl?)? ¢
+7,[2n E%}} dAdz=
dz
j{ dd -M,é d; M Jd;;é M Jdc% +2M 5d¢djd , (4.11)

| 2 2 2
2, =2 ;{OF{J[d_wo) o 4] o 24 sy, o 208 of 01 }
2 dz dz dz dz d dz d

Vo g | op{ AW 99, 4 1o 5 P
S CORTC UL

i d
+F 5(¢y¢z)-26(d—“5¢zj+25(%¢xj-2&5( Solraa

x

+°F 5(¢X¢Z)+25(

<

dz dz
+°M 5(%¢Zj+5(%¢ j—ZJ(d—US%]+25(d—W’%ﬂ+
i dz"’ dz dz dz d

o o )
i dz dz dz d

x

<
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ILCTRC ) SR NP C T R

Na osnovi integrala (4.23) dobiva se elasi matrica krutosti kodaog elementa, dok iz

integrala (4.24) slijedi geometrijska matrica ksttpodnosno:
8U. =(5u°) ke u®, (4.13)
8U =(8u°) kgu®. (4.14)
Usporedbom integrala (4.11) i (4.12) s istovjetnimazima iz [47] udava se
identiénost izraza (4.12), bududa je geometrijski potencij&ine produkticvornih sila i
komponenata pomaka. 1z tog razloga geometrijskaricaatkrutosti ne predstavija
specifenost kompozitnih grednih no&a Isto nije sldaj s elastinim dijelom potencijala
te je elastinu matricu krutosti potrebno izt@nati uzimajéi u obzir sve ¢lanove

proizaSle iz sprege svih komponenata ogtm@ i deformiranja, a u skladu s
pretpostavkama iz 3. poglavlja.

4.2.1. Odredivanje linearne matrice krutosti
Integral (4.11) je uz uvrStavanje izraza (3.44)gode rastaviti na podintegrale:

dw, du dy, dy ' _d°, . dw
jEu 5% djgz 5 dj@—a—djg Lo— d

lj d¢25dW)d jEz,ld"%aoeL*dzrj Enﬂaﬂs‘ dzlj g dvs du

0 élz ?dZ

| d¢25 S dz dWa d [ gdusdv o
IE“ iz df f f% o *I & 3?4
' d? d? d d dw _ d?
N w U
re diu d¢z d’y, d¢z d’p, d¢ 5.2,
+'([ 247 gz IE“’ d dZFJ‘ w 5 dz ﬁzdz
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+j2|551d"\65d¢1d szsz

9. 5.

dz

I 4B~

(4.15)

Promatraju |i se zasebno deformacije koje gotjeod aksijalnog opteéenja,
momenata savijanja u ravninamg R i (z, y), odnosno torzije te se za pomake u polju
konanog elementa uvedu sljegeaproksimacije:

usA VsA ¢ZA
W, ) ) g
W, :Nw OA}’ Y :NU d ! Ve :Nv * 1 ¢z:N ) ’ (416)
’ {WOB ° usB ° VsB ’ ¢ZB
¢yB ¢XB HB
gdje suN,,N,,N, i N, interpolacijske funkcije:
] 3
N, :[1—E TZ /N, ={1—:J’|_i+|2_22 z—?—% +|_3 3_2%—2—332 —l—zl—j (4.17)
3% 27 22 7 3% 2% z, 7
Nv = Nq) = 1—I— +|—2 —Z‘|'|——|—2 T~ T3 __+|_2:|' (418)

Integriranjem izraza iz (4.27) po duljini katreog elementa dobite seclanovi koji
asembliranjem na odgovara@ pozicije matrice 14x14 formiraju elastu matricu
krutosti kon&nog elementa.

4.2.2. Jednadzba konénog elementa i vlastita zadéa stabilnosti

Elastina matrica krutosti dobivena na¢imaopisan u prethodnome poglavlju zajedno
s geometrijskom matricom krutosti iz [47] zajedmedstavljaju ukupnu matricu krutosti

konanog elementa. Slijedom toga kao jednadiztegy kon&nog elementa dobiva se:
(Ke+kg)ue=fe (4.19)
U cilju formiranja jednadzbe konstrukcije, izrazé.19) definirane u lokalnom

koordinatnom sustavu za sve kona elemente kojine konstrukciju, potrebno je
transformirati u globalni sustav pa se kao jednaditosti dobiva:
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(Ke+K U =F, (4.20)
gdje Kg ozna&ava elastinu matrica krutosti konstrukcijélc geometrijsku matrica
krutosti konstrukcije, & i F su vektori inkrementalnikivornih pomaka ivornih sila
konstrukcije.

Jednadzba (4.32) nelinearna je u pomadihjar je Kg = Kg(U) te se mora rjeSavati
inkrementalno-iterativno, no kako je za svaku raziwanjskog optekenja odnos
unutarnjih sila uvijek isti te smatrajupromjenu unutarnjih sila proporcionalnu promjeni
vanjskog optereenja, mogue je kod slaganja matric&g izlucivanje zajednikog
parametrad, nakoncega je preostali dio matrice linearan. U tom seéagluizraz (4.32)
moze napisati [47,48]:

(Ke+AK  Ju =F. (4.21)

Kad je promatrani sustav savrsen, odnosno ukokkergednost vanjskog opterenja

pri gubitku stabilnosti ne mijenja, inkrement ogtrja konstrukcijd= jednak je nuli, pa
jednadzba (4.21) postaje:

(Ke+K ¢)u =0, (4.22)

¢ime se dobiva tzv. vlastitu ili svojstvenu zadastabilnosti [51], &ijim se rjeSavanjem
dobivaju vlastite vrijednostily,..., A,, koje imaju zn&enje kritcnog opteréenja kod
kojeg konstrukcija gubi stabilnost. Svakoj vrijedtiokriticnog opteréenja pripada
vlastiti vektorU [52] koji u ovom slédaju predstavlja samo formu gubitka stabilnosti. Od
prakticnog zn&aja je samo najniza vlastita vrijednost, odnosnmacsajoj odgovarajta
prva kriticna sila izvijanja. Promatranje problema stabilnosi ovakav n&n, kao
problema vlastitih vrijednosti, naziva se linearnanalizom stabilnosti ili lineariziranom
zad&om stabilnosti [48,53].

4.3. Nelinearna analiza

Na sl. 4.2. prikazane su tri konfiguracije tankestjg kona&nog elementa tijekom
procesa deformacije. Petna, nedeformirana konfiguracija oZzeama je saCy, zadnja

poznata deformirana konfiguracija@g a trenutna nepoznata konfiguracijaCsa
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'z

sl. 4.2. Inkrementalni proces deformacije

U ovom radu koristi se Eulerova formulacija raviioib jednadzbi, odnosno sile i
pomaci u ravnoteznim jednadzbama se definirajugtednutne nepoznate konfiguracije
Co.

Osi X, Y i Z su fiksne i predstavljaju globalni koordinatnitsis dok osix, 'y i 'z
lokalnog ili Eulerovog koordinatnog sistema prata&ni element tijekom deformacije.
Na taj n&in izolirane su deformacije uzrokovane naprezanpehrdeformacija koje su

posljedica pomaka konstrukcije kao krutog tijela.

4.3.1. Tenzor deformacije

Tenzor deformacije, zbog pretpostavke dgje 0, ima samo dvije komponente:

— EZ
g= {gzs}. (4.23)

Eulerova formulacija je u relu linearna na nivou lokalnog koordinatnog sustava
kona&nog elementa. Geometrijska nelinearnost je a&lj@ preko transformacija
komponenata pomaka iz lokalnog u globalni koordinaustav pa je nelinearni dio
tenzora deformacije moge zanemariti. U obzir je uzeta jedino komponenta:
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i)

radi ukljuwtivanja Wagnerovog efekta koji uzrokuje torzijskwijanje noséa. |1z izraza

(3.1) i (3.3) dobivaju se komponente tenzora deémife:

dw, __dg, dg,  d’p, 1 (d¢ ]
£ = ° _ X — % - z 4= X2+ Iz , 4.25
© dz y dz dz dz 2( y2) dz (4.25)
d¢
=2n—=2. 4.2
£,= 20> (4.26)
Virtualni tenzor deformacije se moze izraziti kao:
O0g =X, 0, (4.27)
gdje je:
v _|dow ddp, dop, d’p, dop, dp, dp
5 T — o X y z z z z , ]
‘ { dz dz dz & dz dz d (4.28)
1 -y X —w (X+ 0
|- (x+y) of (4.29)
0O 0 0 O 0 2

4.3.2. Tenzor naprezanja

Tenzor naprezanja ima dvije komponente:

—_ UZ 4
o=\, (4.30)

Rezultanta unutarnjih sila moZe se rastaviti na@sponenti:

F,=[0,dA, (4.31)
A

M, =[o,ydA, (4.32)
A

M, ==]o,xdA, (4.33)

M, =7, ndA, (4.34)
A
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M, =] oA, (4.35)
T :J;az(x2 + yz)dA. (4.36)
Vektor unutarnjih sila:
(r,)={Fr. M, M M, T, M}, (4.37)
se moZe napisati u obliku:
(f,) = j X,6dA, (4.38)

gdje je:

(4.39)

4.3.3. Eulerov gredni konagni element

Na sl. 3.4 prikazan je gredni kamma element definiran u lokalnom Eulerovom
koordinatnom sustavu. Qsprolazi kroz teziSta&vornih presjeka. Element u lokalnom
sustavu ima osam mogh stupnjeva slobode gibanja pa se lokalni vektomaka

¢vorova elementa moze napisati kao:

e T
(u) ={ws:80 8 Bn B D5 61 B} (4.40)
a lokalni vektorgvornih sila kao:

(£9) ={Fas M. Mg My Mg M M M} (4.41)

yB !
Indekse na oba vektora oztavae-ti konani element, a indeksi A i B ozéavaju

évorove elementa.
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Or A T———B W ¢ G
/
B |
a)
y
M X
A MA/ M)BT/VA/[XB
A/[:;\VA B| F.g Mz Mg z
/
|
b)
sl. 4.3. Gredni konani element u Eulerovom koordinatnom sustavu:

a) komponentévornih pomaka; b) komponenteornih sila

Primjenom principa virtualnih radova maguje dobiti ravnoteznu jednadzbu:
I T
[ g™t dz=(au°) f°, (4.42)

gdje lijeva strana predstavlja virtualni rad unojidr sila iz izraza (4.37), a desna strana
predstavlja virtualni rad vanjskild\(ornih) sila iz izraza (4.41).

Komponente pomaka joS se mogu napisati kao:

gA
W0=NWWB’ UO=NU ¢y/—\ ’ \{)sz{¢XA}’ ¢Z:N¢ HB , (443)
¢yB ¢xB
¢ZB
gdje jeN,, linearna interpolacija oblika:
z
N, :[NW] :[l_}, (4.44)

dok suN,,N, i N, kubicne interpolacije oblika:
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2
N, =[N, Nu2]=[z—2|—z+|—zj —|—22+|—f, (4.45)
222 7 7 7]
Nv:[Nvl NVZ]:|:_Z+I_Z_I_2 |__|_2 ) (446)
37 27 27 7 Z 2
N¢:[N¢1 N¢2 N¢3]:{|_2—|—3 z—|—+|—2 _I_+I_2} (4.47)
Komponente vektora iz izraza (4.28) sada se mogisaia kao:
ow, _ N, s, | (4.48)
dz dz
d d*o N A
%, __doy__dN,|¥.| (4.49)
dz dz dz 0@,
d d?o d’N A
%, _ 40, _ N, [ B | (4.50)
dz dZz dz |99,
P,
2 d’N ‘
ddi?z: az |5 | (4.51)
o0,
5¢ZB
dN
djfz: d;’ a6, ¢, (4.52)
o0,
5¢zB
dN
dd%:T; o, +, (4.53)
o0,
pa se virtualni tenzor deformacija moze napisatbliku:
% =Bou’, B=B +B, (u°), (4.54)

gdje B, i B,, ozna&avaju matrice dimenzija 6x8ji ¢lanovi razltiti od nule iznose:

: (4.55)

B (2,2=B (34=8B (47=-—+— (4.56)
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BL(2,3):BL(3,5):BL(4,{)z—|3+%, (4.57)
B (4,6)= lg —% : (4.58)
8.(6.6)=22-°%, (4.59)

B, (6.7)= 1—% +3|—222, (4.60)
B, (6,8) -_22,82 (4.61)

B, (6.6= (?ZZ ?fj b, +(1—;iz+|3_fj(lgz—i:zj@ +(—|_2Ei;%_f—2_;}03, (4.62)
B, (6,7)= (:322 ?5)[ T'Z+|322J¢ZB +(1_I4€-3}J HA+(—|2 Eljj( 1—|A'+ZZjZHB, (4.63)

[ 5

MoZe se primijetiti da jeB, funkcija torzijskog kutag, te vitoperenjad, i 6, .

6. (4.64)

UvrStavanjem izraza (4.38) i (4.54) u izraz (4.48)notezna jednadzba poprima oblik:

[\ B'x,0dAdz=1". (4.65)

4.3.4. Inkrementalni opis

U svrhu rjeSavanja nelinearnog problema, upottijel® se inkrementalni oblik
jednadzbe (4.65). Kokai gredni element se deformira iz prethodne raviree
konfiguracije definirane sao, %, @z, Ga, i s U novu ravnoteznu konfiguraciju
definiranu sac+Ao, f4+Af°, @a+Adn, Ga+ABa, | Bs+ABs. Nakon prve varijacije
jednadzbe (4.65) dobiva se sljédenkrementalna jednadzba:

[.].B x\AcdAdz+ [ [ @, dAdag, +[ [ &, dAdd), +[ [ oc dAsE, =Af*, (4.66)
pri ¢emu je:
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(62 62) (62 62)(. 4z 3% .( 62z 6°
o) (55 (R0 o
4z 37\ 6z 62 4z 3% 47 33 2z Y
S RN S R SR W

%?z(lgf;z](lzliﬂ(llﬁlij(l_zl_sj] (469

Inkrementalni tenzor naprezanfeo se moze izraziti preko inkrementalnog tenzora

l—zﬁ—j . (467)

b=(X+y) (4.68)

| ——

c=(xX+y

S—

deformacijeAe kao:
Ao =Q;Ae, (4.70)

gdje Qr ozna&ava transformirani reducirani tenzor el&stisti iz izraza (2.80):

do _|Q, Q
Q, =— :{_11 _} (4.71)
ds QlG Q66
Kombiniranjem izraza (4.27), (4.54) i (4.70) dobsa
Ao =Q.x.BAU°, (4.72)

gdje Au® ozna&ava vektor inkrementalnivornih pomaka. Prema tome, naprezanje u
konanom elementu nove konfiguracije iznosi:

’6="6+Ao0, (4.73)
gdje lijevi gornji indeks 2 ozrava novu konfiguraciju, a indeks 1 zadnju poznatu
konfiguraciju. UvrStavanjem izraza (4.66) u izrak7@) i preraspodjelom integrala
vezanih uz Wagnerov efekt, inkrementalna ravnotgédaadzba se moZe napisati u
obliku:

K:Au® = Af °, (4.74)
gdje ki ozna&ava lokalnu tangentnu matricu krutostiog elementa:

ke =] [ B x]Qx,BdAdz+| [ ox, dAd, (4.75)

dok jexg matrica dimenzija 8x8ija su samo trélana razitita od nule:
X, (6.6)=a, x,(7.9=b, x,(88=c. (4.76)
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Integracija izraza (4.75) po uzduznoj osi elemesggprovodi za tri Gaussovecke
podjelom poprénog presjeka u kowai broj integracijskih povrSina. Da bi se izumala
matricax,, vrijednost vitoperenja mora biti poznata. Vitoperenje se waava na isti
n&in kao i za izotropne tankostjene papre presjeke.

Da bi se odredile komponente unutarnjih sila u zwoljnom presjeku potrebno je
poznavati stanje naprezanja u svak@kigoprenog presjeka koji je zato diskretiziran

konanim brojem integracijskih povrSina (sl. 4.4.).

A; /\47/ §
X
z
sl. 4.4. Diskretizacija popvr_énog presjeka integracijskim
povrSinama

U teziStu svake integracijske povrSine mégje odrediti stanje deformacije, odnosno
stanje naprezanja pa se sumiranjem po svim povnsinalobivaju vrijednosti

komponenata unutarnjih sila u proizvoljnom pa@mem presjeku grede:

F., :Z:‘U‘ LAA, (4.77)
M. =20, YA, (4.79)
My =20, XAA, (4.79)
M., =207, NAA, (4.80)

i=1
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Mw(z) = Zaz(z) WiAA’ (481)

i=1

T =20, (X + V)AA, (4.82)

gdje jem ukupan broj integracijskih povrSina, a indeRsdznaava proizvoljni popréni

presjek na udaljenostiod ¢vora A kon&nog elementa.

4.3.1. Transformacija u globalni koordinatni sustav

Da bi se utvrdili ¢vorni pomaci konstrukcije pod optéenjem, neophodno je
transformirati jednadzbu (4.74) iz lokalnog u gliibekoordinatni sustav. Nelinearna
transformacijska procedura [54] koja uzima u oletekte velikih rotacija je usvojena u
ovom radu;

Ke=(ti ks At A 4 & £, (4.83)
gdje transformacijska matrice dimenzija 14x8 sadrZi derivacije lokalnih pomal@ p
globalnim pomacima, a transformacijska matri¢d dimenzija 14x14x8 sadrZi

odgovarajde druge derivacije i odrazava efekte promjene ungnji konstrukcije zbog
globalnih sila.
Inkrementalne ravnotezne jednadzbe cijele konsijrikdobivaju se standardnom

procedurom sastavljanja[55]:

KSAU =AP, K, =Yk, P =P-P, (4.84)

gdje je K,tangencijalna matrica krutosti konstrukcijg\Ui AP su odgovaraijti

inkrementalni vektori pomaka i sila, @ i ‘P ozna&avaju vektore vanjskih optefenja

na Konfiguraciju G, odnosno &
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5 . Ra&unalni program Eulam

5.1. Opis programa

U programskom paketkortran Power Stationizraden je r&unalni programEulam
koji se temelji na numefkom algoritmu iznesenom u prethodnom poglavlju.gPam
moze vrSiti linearnu i nelinearnu analizu konstijgkcsastavljenih od tankostjenih
laminatnih greda.

Linearna analiza kao rezultat daje vlastite vrigstnkriticnog opteréenja pri kojem
konstrukcija gubi stabilnost i pripadni vlastitikter koji ima zn&enje deformacijskog
oblika izvijene konstrukcije. Od praktiog zn&enja je samo prva vlastita vrijednost i
pripadni vektor.

Nelinearnom analizom dobiva se odziv konstrukcijeekbm cijelog procesa
deformacije. To se postize inkrementalno-iteratmnarocedurom. Uwienje opteréenja
je podijeljeno u odrdeni broj inkremenata unutar kojih se ponavljajuratge do
postizanja uvjeta konvergencije. Pritom je potrebwesti i poreméajno opteréenje radi

simuliranja nesavrSenosti u konstrukciji.
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TRANSC
INPUT TRANSR
v TRANS
CROSSEC
¢ CREEP
INITAL
v
PREF
v
Bifurkacijska
stabilnost EMATR <
STIFF
ELMAT STIFGL
v v
EMATKON MATKON
v v
GMAT POMACI
v v
GMATKON KOREKCIA
v v
EIVALUE SFR
TRANSC
TRANSR
TRANS
v
STRAIN
v
STRESS
FORCEG
FKONST
FORCEL
Y
v
Novi
PRINT [« L ov! Da

inkrement

sl. 5.1. Shematski prikaz tijeka programa Eulam
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5.2. Opis potprograma

Potprogram INPUT ¢itava ulaznu datoteku u kojoj su definirani: vrstaalize,
geometrija konstrukcije, mreza kam#h elemenata, rubni uvjeti, vanjsko optemeje,
materijalne znéajke i kontrolne varijable pro¢ana.

Potprogram CROSSEC izanava komponente transformiranog reduciranog tenzor
elasttnosti. Tu se takder izr&unavaju vrijednosti funkcije vitoperenja uckama
popre&nog presjeka. Potprogram INITAL formira &ine vrijednosti pojedinih matrica i
vektora kao i ostalih parametara bitnih za ptora U potprogram PREF se iz ulaznih
vrijednosti vanjskog opteéenja formira vektor referentnog optéeaja.

U slwéaju bifurkacijske stabilnosti potprogrami ELMATGMAT formiraju elasttne,
odnosno geometrijske matrice krutosti svih konla elemenata, transformiraju ih u
globalni koordinatni sustav te ih nakon toga pogpammi EMATKON i GMATKON
slazu u elastnu, odnosno geometrijsku matricu krutosti konstijgkcPotprogram
EIVALUE kondenzira elastnu i geometrijsku matricu krutosti konstrukcije,rrfara
problem vlastitih vrijednosti i taina vlastite vrijednosti i vlastite vektore.

U slwaju puzanja Potprogram CREEP¢itava komponente transformiranog
reduciranog tenzora elasiosti koje se moraju prethodno izuaati u r&unalnom
programu Matlab.

U Potprogramu SFR izéanavaju se interpolacijske funkcije i njihove decije za
Gaussove integracijske c¢ke grednog konmog elementa. Potprogrami TRANSC,
TRANSR, TRANS formiraju transformacijske matrice paebacivanje vrijednosti
matrica krutosti, vektora optémenja i komponenata pomaka iz lokalnog u globalni
koordinatni sustav, odnosno iz Gaussovitak@ uc¢vorove kona&nog elementa.

Potprogram EMATR preuzima komponente transformigameduciranog tenzora
elasténosti iz potprograma CROSSEC ili CREEP ovisno odala li se radi o elastioj

ili viskoelasténoj analizi. Potprogram STIFF formira matricu kmstiou lokalnom
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koordinatnom sustavu, STIFFGL transformira matricutosti u globalni koordinatni
sustav, a MATKON formira matricu krutosti cijelenstrukcije.

U potprogramu POMACI oddeije se ukupni vektor inkrementalnéirornih pomaka
konstrukcije. Potprogram KOREKCIJA korigira koordie ¢vorova konstrukcije i
polozaj referentnih osivorova. Potprogram STRAIN &ana vrijednosti deformacija, a
STRESS vrijednosti naprezanja u integracijskim pmama popranog presjeka za
Gaussove ftike integracije konmih elemenata. Potprogram FORCEL formira vektor
opteréenja u lokalnom, a FORCEG u globalnom koordinatneustavu. Potom
FKONST formira vektor globalnog optéenja cijele konstrukcije. Na kraju potprogram

PRINT ispisuje rezultate.

5.3. Primjeri

U svrhu valorizacije r&unalnog programa Eulam analizirano je 12 primjéfgrva
dva primjera réunaju se translacijski, odnosno rotacijski pomaitecgenih noséa. U
dva sljedéa primjera provedena je linearna, a narednih S@sfjgra nelinearna analiza
stabilnosti. U zadnja dva primjera testirano je g&anje u rezimu puzanja pri savijanju,

uvijanju i izvijanju grednih konstrukcija.

Primjer 5.3.1. Prostorno savijanje zakrivljene grede

Na sl. 5.2. prikazana je zakrivljena greda uklgest na oba kraja i optéena silomF
u presjeku C na sredini grede. Papiieoresjek je I-profil sastavljen od osam laminhtni
slojeva sa redoslijedom slaganja [0/0/-45{4BJuljina grede iznosL = 3 m, a radijus
zakrivljenosti iznosiR = 2 m. Struk profila je okomit na radijus zakrivifsti.
Karakteristike materijala slE; = 144 GPaE, = 9,68 GPaGi, =4,14 GPayv;; = 0,3.

Greda je diskretizirana s 12 pravocrtnih grednih&uaih elemenata.
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100
- > 5
e ey L
2 t
)
100 ;
5»)«
7 5
‘ v
B j—T

sl. 5.2. Savijanje zakrivljene grede

Na sl. 5.3. prikazani su pomaegiuzduz grede u negativnom smjeru 8sRezultat je

usporden s rezultatom Piovana i Cortineza [30].

0,05

0,04 -

o
o
w

1

o
o
N

1

Progibw (mm)

X Piovan

—B—Eulam

0 E I I 1 1 1 m
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Polozaj presjeka (m)

sl. 5.3. Progib uzduz zakrivljene grede

Primjer 5.3.2. Savijanje i uvijanje konzole

Konzola duljineL = 2 m na sl. 5.4. optatena je popr&nom silomFy u elastétnom
centru na slobodnom kraju. Konzola je modelirangednim kong&nim elementom.
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Popre&ni presjek je U-profil i sastavljen je ogktiri sloja kompozita S2-glass/epoxy s
karakteristikama materijala danim u tab. 5.1.

E; = 48,3 GPak; = 19,8 GPa(5:, =8,96 GPayi, = 0,27

tab. 5.1.Karakteristike materijala S2-glass/epoxy

I ‘ 50

A

lF
N - X E
NA B =
Y —>|||[«—3

Z A

YY ”Y 32,18

sl. 5.4. Savijanje i uvijanje konzole

Razmatrana su dva shja slaganja laminatnih slojeva: Q] [45/-45k. Na sl. 5.5.
dana je usporedba rezultata s modelom Cardosa [B6akoji su koristili osam grednih
konanih elemenata. Iz dijagrama je vidljivo da jedncsmij laminat ima manju torzijsku
krutost od laminataiji su slojevi pod kutom od 45°.

150
125 -
g 100 -
Lll-\l
< 75 A
K]
,g 50 - X O Eulam [0],
5 A Eulam [45/-45]
g 25 Cardoso et al. [0],
------ Cardoso et al. [45/-45]
O T T

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Kut uvijanjag, (rad)

66



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

sl. 5.5. Dijagram (Fy — @)

Primjer 5.3.3. Fleksijsko izvijanje grede

Na sl. 5.6. prikazana je zglobno oslonjena gredarajena tl&nhom silomF. Greda je

duljineL = 8 m i tankostjenog je popmeog presjeka I-profila dimenzija (10 cm x 20 cm

x 1 cm).
100
L - o
- i :
A B F S
A = ToX
—»||[[=—10

:><:
)
N]/
10> ‘-

sl. 5.6. lzvijanje proste grede

Struk i pojasevi profilatetveroslojni su laminati s rasporedom kutova viakap/ -
¢]s. Materijalne zn&ajke laminata dane su u tab. 5.2. Rezultati proenjetiticne sile
izvijanja s promjenom kuta orijentacije vlakana dobiveni linearnom analizom
stabilnosti, prikazani su na sl. 5.7. zajedno sltaima Cortineza i Piovana [57] danima

za usporedbu.

E; = 133.4 GPaEk, = 8.78 GPa(1, = 3.67 GPayi2 = 0.26

tab. 5.2.Karakteristike materijala
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50000

—a— Ovajrad

¥

~4— Cortinezi Piovan

Flo, kriti¢na sila izvijanja[N)

10000

=}

0 15 30 45 60 75 90
@, kut vlakana [°]

sl. 5.7. Promjena kritthe sila izvijanja s promjenom kuta orijentacije
vlakana

Primjer 5.3.4. Lateralno izvijanje L-okvira

Na sl. 5.8. prikazan je L-okvir optéen poprénom silom u presjeku C. Oba
segmenta okvira imaju duljinu = 4 m i popréni presjek I-profila tako da struk lezi u
ravnini okvira. | struk i pojasevi izdani su odcéetveroslojnih laminata s rasporedom

kutova vlakana ¢/ -¢]s. Zna&ajke materijala dane su u tab. 5.2.

L
- > ‘ 100

N\ A B 4 A E i ‘
3
—

Y L 8
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z X ' v
F(+) . C v é
-

sl. 5.8. L-okvir
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Oba segmenta okvira diskretizirana sucetiri gredna konéna elemenata, a spoj u
presjeku B smatra se idealno krutim. Razmatranai slu¢aja. U prvom sléiaju struk je
sastavljen od jednosmjernih slojewa£ 0°), a u pojasevima kutovi vlakana variraju od
0° do 90°. U drugom staju pojasevi imaju jednosmjerne slojeve, a kutdeka&na u
struku variraju dok u tem sl&aju slojevi i u struku i u pojasevima variraju. 2ea tri
sluitaja promatrana je stabilnost okvira za pozitivaregativan smjer sil€. Vrijednosti
kriticnog opteréenja dane su na sl. 5.10., sl. 5.11., i sl. 5.12spordene su s
rezultatima dobivenim shell modelom s programskakgtom Nastran (sl. 5.9.) giemu
je okvir modeliran s 1304 Quad elemenata. Na 9. Gdljiv je izvijeni oblik okvira.

Dobivena je zadovoljavaga podudarnost rezultata grednog i shell modela.

sl. 5.9. Shell model L-okvira
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3000

—a— Eulam

2000 -

—e—Nastran (shell)

1000
Z
N—r
w 0 -
©
B
©
S -1000
=
—
~
-2000 ¢
4
-3000 . ‘ . ‘ ‘
0 15 30 45 60 75 90

kut ¢ (°)

sl. 5.10. Kriti ¢nha sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u pojasav
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sl. 5.11. Kriti ¢ha sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u struku
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2000 ¢
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sl. 5.12.Kriti ¢ha sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u stiuku
pojasevima

Primjer 5.3.5. Fleksijsko izvijanje konzole kriznog pogmeg presjeka

U ovom primjeru izvrSena je nelinearna analizadipkog izvijanja konzole s kriznim
popre&nim presjekom. Dva laminata, oztema brojkama 1 i 2 na sl. 5.13., tvore krizni
popre&ni presjek. Oba laminata su sastavlena od osam p&eitmih slojeva s
redoslijedom slaganjagl-¢].s i karakteristikama materijala danim u tab. 5.3nkKala je

opteréena aksijalnom silom u teziStu presjeka B &dmm poreméajnom silomA4F =

0,00FF u smjeru osK kao inicijatorom izvijanja.
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sl. 5.13. Fleksijsko izvijanje konzole kriznog pogneg presjeka

E; = 140 GPakE; = 10 GPaGi>, =5 GPay;2,=0.3

tab. 5.3.Karakteristike materijala

Konzola je diskretizirana &tiri jednaka gredna elementa i razmatran j&sglkada su
vlakna svih slojeva laminata 1 pod kutah¥ 0° dok kutovi u laminatu 2 variraju od 0°
do 90°. Na sl. 5.14. prikazan je nelinearni odzonXole razkitih kutova vlakana

zajedno s rezultatima linearne analize Cardosh 6 radi usporedbe.

3500
000 -~ T T e T T T e 90 |—
-~ --=-75
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2500 o — i 60
— /! —_—15
£ 2000 { /7 3
K It —. =15
L. 1500 II .,
I
1000 r LT T T T T T e -
./
500 -{/ _
0 ' : , .
0 0,02 0,04 0,06 0,08

Ug (M)

sl. 5.14. Dijagram (F, Fkr — uB) za razlite kuteve vlakang

72



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

Primjer 5.3.6. Fleksijsko izvijanje konzole I-profila

Konzola duljinel = 2 m na sl. 5.15. opterena je tl@anom aksijalnom silonF u
presjeku B. Dodatna silAF = 0,00F dodana je na kraj konzole u smjeru &sradi
iniciranja fleksijskog izvijanja. Poptai presjek je I-profil sastavljen otktveroslojnog
laminata s redoslijedom slaganjabf-45]s. Analizirani materijal je ugljik-epoxy
(AS4/3501) sa zrimjkama prikazanim u tab. 5.4.

Ei = 144 GPak; = 9.65 GPaG, = 4.14 GPay12, = 0.26

tab. 5.4.Znacajke materijala ugljik-epoxy (AS4/3501)

100

- Y
‘ z
N Afy F
YA B = 3

»:::«1 0

><

)
Nl
10> |la—

sl. 5.15. Fleksijsko izvijanje konzole I-profila

Provedene su analize izvijanja za dvacaja. U prvom sldaju konzola je
diskretizirana getiri kona&na elementa, a varira broj integracijskih povrsSidadrugom
slu¢aju broj integracijskih povrsina iznosi 160, a mjgese broj konénih elemenata. Na
sl. 5.16. i sl. 5.17. prikazan je nelinearni odkonzole u odnosu na ragli stupanj
diskretizacije poprnog presjeka odnosno uzduzne osi konzole. dati opteréenje
dobiveno linearnom analizom koje su objavili Coetini Piovan [57] iznosi 15,5 kN.
Vidljiva je dobra podudarnost rezultata za 4 eletmeodnosno za 80 integracijskih

povrsina.
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1,2

0,8 -

04 f

0,2 A

0 T T T T T
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
ug/L

sl. 5.16. Dijagram (F/F« — W/L) zacetiri kona‘ha elementa s varijacijom
broja integracijskih povrSina
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sl. 5.17. Dijagram (F/Fkr — uB/L) za 160 integracijskih poina s
varijacijom broja koné&nih elemenata

Na sl. 5.18. prikazan je nelinearni odziv konza@elititih redoslijeda slaganja slojeva
laminata uz usporedbu s ké&tim silama izvijanja dobivenim linearnom analizom

Cortineza i Piovana [57].
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sl. 5.18. Dijagram (F— ) za razlrite redoslijede slaganja slojeva

Primjer 5.3.7. Fleksijsko-torzijsko izvijanje konzole

Konzola nesimettnog poprénog presjeka duljine = 2 m na sl. 5.19. opterena je
tlacnom aksijalnom silonf u presjeku B. Sil&AF = 0,00F dodana je na kraj konzole u
smjeru osiX radi iniciranja fleksijskog izvijanja. Pophei presjek sastavljen je od osam
slojeva laminata s redoslijedom slagangw-§].s i ukupne debljinet = 1 mm.

Karakteristike materijala prikazane su u tab. 5.3.
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sl. 5.19. Fleksijsko-torzijsko izvijanje konzole

Promjena kritine sile izvijanja u odnosu na kut orijentacije \dak ¢, dobivena
linearnom analizom stabilnosti satiri gredna elementa, prikazana je na sl. 5.Z03l.
zajedno s rezultatima Cardosa et al. [56] danimasparedbu. Cardoso et al. su koristili

osam koné&nih elemenata.

600
500 ¢ Eulam
400 - O Cardoso et al.
O Nastran
w 300 -
w
200 -
100 - O
4 A4
0 T T T T T
0 15 30 45 60 75 90

kut ¢ (°)

sl. 5.20. Kriti ¢na sila u odnosu na promjenu kuta vlakana

Na sl. 5.21. prikazan je nelinearni odziv konzoke razltite kuteve orijentacije
vlakanag uz prikazano kritino opteréenje Cardosa et al. [56] dobiveno linearnom

analizom izvijanja.
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1000
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[e))
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sl. 5.21. Dijagram (F, Fkr — @) za razltite kuteve vlakang

Primjer 5.3.8. Lateralno izvijanje zglobno oslonjenog pravokutmdgyira

Na sl. 5.22. prikazan je zglobno oslonjeni pravakokvir opteréen silomF u teziStu
presjeka B koja djeluje u negativnom smjeruMassilaAF = 0,00F dodana je takier u
teziStu presjeka B u smjeru agiradi iniciranja lateralnog izvijanja. U oba su cigh
zabranjene rotacije ok& i Y osi. Popréni je presjek oba odsjka okvira je pravokutan.
Laminat je sastavljen od osam slojeva kompozitnagenjala tab. 5.3., a razmatrana su
tri rasporeda slaganja slojevag][JO/90]s i [90sg].
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30
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sl. 5.22. Zglobno oslonjeni pravokutni okvir

Linearna je analiza izvrSena sa 512 shell koiteelemenata u programskom paketu
Nastran radi valorizacije rezultata. Bédula je okvir simetdan, modelirana je samo

jedna polovica (sl. 5.23).

sl. 5.23. Prvi mod izvijanja pravokutnog okvira

Na sl. 5.24. prikazan je nelinearni odziv konzoke razltite redoslijede slaganja
slojeva uz vrijednosti krithog opteréenja dobivene linearnom analizom @uaalnom
programu Nastran. U nelinearnoj analizi modelirgnaamo lijeva strana okvira gatiri

gredna konéna elementa jer je mode primijeniti rubne uvjete simetrije.
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sl. 5.24. Dijagram (F — w) za razfiite redoslijede slaganja slojeva

Primjer 5.3.9. Lateralno izvijanje uklijeStenog pravokutnog okvira

Na sl. 5.26. prikazan je pravokutni okvir uklije$tea krajevima. Okvir je optefen
silom F u teziStu spoja B koji je tretiran kao idealnotkisilaAF = 0,00F pridodana je
u teziStu presjeka B u smjeru @&radi iniciranja lateralnog izvijanja. Pogre presjek
oba odsjeka okvira je I-profil sa&etiri sloja ugljik-epoxya (AS4/3501) s karakterkstma
danim u tab. 5.4. Redoslijed kuteva orijentacigkahna je §/-¢]s.

10> |w—

200

10> |w—

sl. 5.25. UklijeSteni pravokutni okvir
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Radi usporedbe rezultata izumate su kritine sile izvijanja linearnom analizom u
racunalnom programu Nastran sa 2612 shell knitmelemenata. Na sl. 5.26. prikazana

je lijeva strana modela simetniog okvira.

sl. 5.26. Prvi mod izvijanja uklijeStenog pravokutnog okvira

IzvrSena je nelinearna analiza stabilnosti za ¢#elorijentacije vlakana i rezultati su
prikazani na sl. 5.27. uz vlastite vrijednosti daie u rdunalnom programu Nastran. U
nelinearnoj analizi modelirana je samo lijeva stravkvira sacetiri gredna konéna

elementa jer je moge primijeniti rubne uvjete simetrije.
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sl. 5.27.Dijagram (F — w) za raziiite kuteve vlakang

Primjer 5.3.10. Izvijanje prostornog okvira

Prostorni okvir na sl. 5.28. optéen je s&’etiri vertikalne sileF i dvije horizontalne
sile AF = 0,00F. Sve grede u okviru su iztane od dv&etveroslojna laminata koji tvore
simetreni  krizni  popré&ni presjek. Raspored slojeva kompozithog materijala
karakteristikama danim u tab. 5.4. @-@|s. Svi stupovi i sve grede diskretizirane su sa

cetiri gredna konéna elementa.
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sl. 5.28. Izvijanje prostornog okvira

Analizirano je izvijanje okvira za razlie kuteve smjera vlakana u rasponu od 0° do
90°. Kiriticne sile izvijanja dobivene su potho shell modela u programskom paketu
Nastran (sl. 5.29.) sa 4992 kéna elementa. Na sl. 5.30. prikazan je nelinearaivod

okvira uz prikaz vrijednosti kri¢nih sila izvijanja dobivenih programom Nastran.

sl. 5.29. Prvi mod izvijanja shell modela prostornog okvira
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sl. 5.30. Dijagram (F, Fkr — u) za raziite kuteve vlakang

Primjer 5.3.11. Puzanje pri savijanju i uvijanju zakrivljene koo

Na sl. 5.31. prikazana je zakrivljena konzola i éirnije poprénog presjeka U-
profila. Duljina konzole jeL = 1,5 m, a radijus zakrivljenosti iznoB = 2 m. Na
slobodnom kraju konzole u teziStu presjeka djelsiia Fz = 500 N. Konzola je
sastavljena od simetriog balansiranog laminata sa redoslijedom slag@(#-45/45].
Karakteristike materijala su dane u tab. 5.5. Valuodio vlakana iznosvg = 0,54. Na
sl. 5.32. prikazan je pomak teziSta presjeka B jesnosiZ na kraju konzole u ovisnosti
o0 vremenu. Konzola je diskretizirana gatiri, osam i 16 elemenata. Rezultati su

uspordeni s modelom Piovana i Cortineza [30].
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sl. 5.31. Savijanje i uvijanje zakrivljene konzole

Er= 68,67 GPa;-=0,21; uy = 0,38
Eo = 3,27 GPa;n7 = 8000 GPah
E,=1,8 GPa;n,= 300 GPah

tab. 5.5.Karakteristike staklenih vlakana i ED-6 matrice

0,05

g —+&— Piovan&Cortinez
m

E 0,02 - ©- 16 elemenata
D - A
S & - 8 elemenata
o 0,01 - oo 4 elemenata

0 T T T T T

0 200 400 600 800 1000 1200
Vrijeme (h)

sl. 5.32. Progib teziSta presjeka B

Primjer 5.3.12. Fleksijsko izvijanje konzole zbog puzanja

Konzola I-profila na sl. 5.33. optémna je aksijalnom ttgom silom. Za

iniciranje fleksijskog izvijanja, u presjeku B podana je siladF = 0,00F u smjeru osi
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X. Duljina konzole iznosL = 2 m. | struk i pojasevi su iztani iz ¢etiri laminatna sloja

sa redoslijedom slaganja [45/-43arakteristike materijala dane su u tab. 5.5.

8> -

ﬁ AF‘ F %
A B X

sl. 5.33. Fleksijsko izvijanje konzole

Geometrijski nelinearnom analizom utena je krittna sila izvijanjaFy, = 1200
N. Na sl. 5.34. dana je usporedba rezultata nelogaodziva konzole s rezultatima

dobivenim Nastranom.
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sl. 5.34. Geometrijski nelinearan odziv konzole
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Takaier je provedena analiza izvijanja zbog puzanja tale je konzola
opteréena konstantnom taom silom odF/3 = 400 N. Gubitak stabilnosti nastaje pri
konstantnoj sili manjoj od krithe iskljwtivo radi materijalne nelinearnosti tj. radi
puzanja materijala. Za modeliranje puzanja korigeedetvero-parametarski model, a
konzola je diskretiziranacetiri konana elementa. Dobiveno je ktitio vrijeme izvijanja
twr = 1680 h Sto se dobro poklapa s rezultatom kojojeicen programom Nastran sa 640
Quad konanih elemenata (sl. 5.35.).

0,12

0,08 - —6—Eulam

—&— Nastran

0,06 -

0,04 -

Progibug (m)

0,02 -

0 T T T
0 500 1000 1500 2000

Vrijeme (h)

sl. 5.35. Izvijanje zbog puzanja pri konstantnoj sili F = 480

Na sl. 5.36. prikazani su rezultati analize izvigambog puzanja kada se promatraju
razliciti redoslijedi slaganja laminatnih slojeva pri edkoj sili od F = 400 N. Iz
dijagrama je vidljivo da kada su svi slojevi pod A& dolazi do izvijanja kao posljedice
puzanja materijala. To se moze objasgitijenicom da je odziv puzanja prije svega
posljedica puzanja materijala matrice dok su vlakip@rna na puzanje. U shju slojeva
raspordenih na spomenuti tie (svi slojevi pod kutom 0°) vlakna na sebe prexgu
glavninu opteréenja te efekt puzanja matrice nije zamjetan i nzalodo izvijanja
nos&a poradi puzanja.
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sl. 5.36. Izvijanje zbog puzanja pri konstantnoj sili F = 4B0za razléite
redoslijede slaganja laminatnih slojeva
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0. Zakliiak

U radu je prikazana kotao-elementna analiza stabilnosti tankostijenih konipih
grednih konstrukcija. Ukljgeni su efekti velikih prostornih pomaka i prostbrmotacija,
dok su deformacije smatrane malima. KoriSten jevgean gredni kon#i element.
Pretpostavljeno je da je kutna deformacija sregiphe jednaka nula i da se pofe
presjek ne deformira u svojoj ravnini. Ravnoteztwnpdzbe grednog kafreog elementa
izvedene su koriStenjem principa virtualnih rado¥ariStena je klasha laminatna
teorija za kompozite ofane vlaknima. Model je primjenjiv na radte popréne
presjeke, rasporede slaganja slojeva laminataneruivjete.

Izvedena je linearna i nelinearna analiza stabiindsnearna analiza stabilnosti je
promatrana kao problem vlastitih vrijednosti pemu su odréene vlastite vrijednosti
koje predstavljaju kritina opteréenja i odgovarajti vlastiti vektori koji predstavljaju
oblike izvijanja. Pretpostavlja se da je konstrigkaiealna i deformacije prije izvijanja su
zanemarene.

Kod nelinearne analize implementirana je korot&aijiormulacija koja je linearna na
nivou elementa, a geometrijska nelinearnost se iutradsformacijom iz lokalnog u
globalni koordinatni sistem. Lokalni koordinatnstm prati gredni koiai element i
dopusta pojednostavljene konstitutivne jednadzbenivau lokalnog elementa. Kod
nelinearne analize potrebno je uvesti porére opteréenje radi simuliranja

nesavrsenosti.
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Izraden je izvorni réunalni prograntija je primjena demonstrirana na nekoliko test
primjera. Rezultati su uspateni s rezultatima koje su objavili drugi autori $e
rezultatima dobivenim koriStenjem plosnih koniéa elemenata.

Znanstveno postigrde ovog rada su rezultati dobiveni u obliku izvormagnerékog
rjieSenja, temeljenog na grednoj kone-elementnoj formulaciji. Oni predstavljaju
izravan doprinos teh&kim znanostima u smislu suvremene analize linearnih
nelinearnih odziva nosivih grednih konstrukcija.

Ova] algoritam se moze nadopuniti nacinada se ukljdi i utjecaj posminih
deformacija kod savijanja silama, da se onédogeformacija poprénog presjeka u svojoj
ravnini, da se uzme u obzir plastost materijala ili temperaturna promjena i u tom

smjeruce se kretati budia istrazivanja.
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Popis oznaka | simbola

A povrsina poprénog presjeka ()

A povrsina poprénog presjeka vlakana @n
Anm povrsina poprénog presjeka matrice @n
Aj aksijalna krutost (N/m)

b Sirina (m)

Bj spregnuta krutost (N)

B,B,,B,,  generalizirane matrice deriviranih interpolacifskinkcija

G i-ta ravnotezna konfiguracija kafreog elementa

Ci tenzor elastinosti (Pa)

d diferencijal

Dj savojna krutost (Nm)

E Modul elasténosti (Pa)

E Modul elasténosti vlakana (Pa)

Em Modul elasténosti matrice (Pa)

Eo Modul elasténosti u vrement = 0 (Pa)

E;, Ex Moduli elasténosti u Burgersovom modelu (Pa)

8j dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearpomacimaul, v i w,

Almansijev tenzor deformacije

& dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearpamacimau,v i w

vektor unutarnjih sila konstrukcije

sila (N)
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Fx Fy
Fx, Fy
F.

f(s)
f(s)

vektor ¢vornih sila etog kon&nog elementa u lokalnom, odnosno
globalnom koordinatnom sustavu

volumenske sile (N¥)

kriti¢na sila izvijanja (N)

Eulerove krittne sile pricistom fleksijskom izvijanju oko ostiy (N)
kriti¢na sila pricistom torzijskom izvijanju (N)

smiéne sile (N)

Eulerove kriténe sile pricistom fleksijskom izvijanju oko osiiy (N)
aksijalna sila (N)

kriti¢na sila pricistom torzijskom izvijanju (N)

Laplaceova transformacija (-)

Carsonova transformacija (-)

Modul smicanja (Pa)

Modul smicanja vlakana (Pa)

Modul smicanja matrice (Pa)

Modul smicanja u ravnini 1-2 (Pa)

ukupnu debljina laminata (m)

i-ti inkrement

polarni moment inercije popheoga presjeka za tezisteym
polarni moment inercije popheoga presjeka za centar smicanj&)(m
polumjer inercije (m)

aksijalni momenti inercije poptaoga presjeka (f
centrifugalni momenti inercije popheoga presjeka (f
sektorski centrifugalni momenti inercije {n

sektorski moment inercije (n

torzijski moment inercije ()

j-ta iteracija

jedinicni vektori

Wagnerov koeficijent (Nf)
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elasténa matrica krutosti konstrukcije

geometrijska matrica krutosti konstrukcije
linearizirana geometrijska matrica krutosti kouktije

geometrijska matrica krutoste-tog kon&nog elementa u lokalnom,
odnosno globalnom koordinatnom sustavu

elasténa matrica krutoste-tog kon&nog elementa u lokalnom, odnosno
globalnom koordinatnom sustavu

tangentna matrica krutosti konstrukcije

tangentna matrica krutositog kon&nog elementa u lokalnom, odnosno
globalnom koordinatnom sustavu

duljina (m)

slobodna duljina izvijanja (m)

tenzor viskoelastne relaksacije u Carsonovoj domeni (Pa)

moment (Nm)

momenti savijanja (Nm)

torzijski moment (Nm)

rezultante laminatnih unutrasnjih momenata (N)
bimoment (Nrf)

normala

rezultante unutrasnjih sila (N)

rezultante laminatnih unutrasnjih sila (N)

matrica interpolacijskih funkcija pomaka
matrica interpolacijskih funkcija pomaka
matrica interpolacijskih funkcija pomaka
matrica interpolacijskih funkcija pomalga
teziSte popraoga presjeka

vektor opteréenja konstrukcije

radijus konture (m)
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Reuterova matrica
reducirani tenzor elasgtiosti (Pa)

transformirani reducirani tenzor eld&stosti (Pa)

transformirani reducirani tenzor el&sitbsti za ravninsko stanje naprezanja
(Pa)

linearni diferencijalni operator relaksacije (-)

linearni diferencijalni operator puzanja (-)

centar smicanja pogieog presjeka

udaljenost proizvoljno odabraneke pola P od pravca normalgm)
krivocrtna koordinata uzduz konture (m)

Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrsta)(P

tenzor podatljivosti (Pa)

vrijeme (S)

tangenta

povrsinska sila (Nif)

transformacijska matrica (-)

torzijski moment zbog Wagnerovog efekta (Nm)

torzijski moment vitoperenja (Nm)

vektorévornih pomaka konstrukcije, vlastiti vektor

potencijal unutarnjih sila (J)

elasttna potencijalna energija unutarnjih sila (J)

geometrijski potencijal getnih unutarnjih i vanjskih sila (J)
vektorévornih pomaka pri savijanu ko&raog elementa u ravning,(x)
vektor ¢vornih pomakae-tog kon&nog elementa u lokalnom, odnosno
globalnom koordinatnom sustavu

vektor pomaka popteog presjeka kao kruto tijelo

komponente linearnog polja pomaka po pravcima,0si z (m)
translacijski pomaci teziSta poproga presjeka po pravcima osiy i z

(m)
93



I. PeSt — Doktorska disertacija: Kotiaoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

Us, Vs

AU, AU, AU

XS! yS

X,y X,
Z, XY

Z, Xy
zZns

ZS! XS! yS;
B

A
o
£

translacijski pomaci centra smicanja S popoga presjeka po pravcima
0SiXs i Ys (M)

vektori inkrementalnilévornih pomaka konstrukcije

volumen ()

volumni udjel vlakana (-)

volumni udjel matrice (-)

potencijal vanjskih sila (J)

translacijski pomaci po pravcu globalnih @sXi Y (m)

linearne komponente pomaka po pravcu lokalnitz,osi y (m)

nelinearne komponente pomaka po pravcw,osi y (m)

pomaci srednje linije konture presjeka po pravsizani s (m)

linearne komponente pomaka srednje linije konpuesjeka po pravcu osi
znis (m)

nelinearne komponente pomaka srednje linije kenpresjeka po pravcu
osiz nis (m)

koordinate centra smicanja S paprega presjeka (m)

matrice udaljenosti i vrijednosti funkcija vitopeja za integracijske
povrsine

globalni koordinatni sustav

lokalni koordinatni sustav s ishodiStem u tezg@bpre&nog presjeka
koordinatni sustav s ishodistem @koA konture

koordinatne osi s ishodiStem u S, a paraleln@osdinatnim osima, X iy
nagib srednje ravnine laminata na uzduznu os

inkrementalna vetina

varijacija

duljinska deformacija (-)

duljinska deformacija vlakana (-)

duljinska deformacija matrice (-)

duljinska deformacija u smjeru osi 1, 2 3 (-)
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7
Um

V12

o, 0y, 07
gj, ©

I, Tz, Tzy

tenzor deformacije (-)
derivacija duljinske deformacije po vremeni})(s

komponente deformacije srednje ravnine laminata (-

matrica generaliziranih deformacija
kutna deformacija (-)

kutna deformacija vlakna (-)

kutna deformacija matrice (-)

Laméova znéjka vlakna (Pa)

Laméova znéajka matrice (Pa)

parametar viskoznosti

parametri viskoznosti u Burgersovom modelu

dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije nelarearpomacima, v i

w

komponente zakrivljenosti srednje ravnine laminata

vlastita vrijednost

Laméova znéajka viakna (Pa)

Laméova znéajka matrice (Pa)

Poissonov koeficijent

Poissonov koeficijent vlakana

Poissonov koeficijent matrice

Poissonov koeficijent u ravnini 1-2

ukupni ili totalni potencijal (J)

parametar vitoperenja poprega presjeka (rad/m)
normalno naprezanje (Pa)

tenzor naprezanja (Pa)

tangencijalno naprezanje (Pa)

Cauchyjev tenzor naprezanja (Pa)
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&2, O, @y rotacijski pomaci poptmoga presjeka kao krutog tijela oko @sixs i ys
(rad)
@ kut orijentacije vlakana (°)

sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja3m

(3]

parcijalna derivacija
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